5. על שפת אגם עגול יש 6 עצים.ידוע, שאם ניקח שני משולשים כך שקודקודים של משולש אחד מתלכדים עם 3 עצים, וקודקודים של משולש שני מתלכדים עם 3 עצים אחרים, אז באמצע של קטע שמחבר את נקודות חיתוך הגבוהים של המשולשים האלה נמצא מטמון. לא ידוע רק איך צריך לחלק את העצים לשלשות. 
כמה פעמים צריך לרדת לקרקעית של האגם, כדי בוודאות למצוא את המטמון?
תשובה. צריך לרדת לקרקעית האגם רק פעם אחת. 

פתרון. נשתמש במשפט ידוע

משפט (אוילר). אם O מרכז של מעגל חוסם של משולש, H נקודת חיתוך הגבהים שלו, ו-M נקודת חיתוך התיכונים, אז O, M, H נמצאים על ישר אחד (שנקרא גם ישר אוילר), יותר על כך, M נמצא בין O ל-H ומחלק את הקטע OH ביחס OM : MH = 1 : 2 .
נוכיח אותו בסוף, קודם נפתור את השאלה בעזרת גיאומטריה אנליטית:
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ניקח את מרכז האגם O כראשית הצירים, ואת עצים נסמן A, B, C, D, E, F. נתבונן בזוג משולשים ABC ו- DEF. נקודות חיתוך של תיכונים זה M1=(A+B+C)/3 ו- M2=(D+E+F)/3. 
נסמן את נקודות חיתוך הגבהים H1 ו- H2. 
לפי משפט על ישר אוילר נקבל H1=A+B+C, H2=D+E+F. 
לכן אמצע של הקטע H1H2 זה (A+B+C+D+E+F)/2. 
רואים שהתוצאה לא תלויה בחלוקה לשלשות.
נשאר להוכיח את משפט אוילר (עבור הקוראים שלא מכירים אותו)

הוכחה ראשונה. נסמן את קודקודי המשולש A, B, C ואת אמצעי הצלעות שנמצאים מולם P, Q, R בהתאמה. נחשוב על העתקה כזאת של מישור כל נקודה X תעבור לנקודה Y כזאת שקרן MX מנוגד לקרן MY ומרחק MX שווה למחצית MY (העתקה כזאת נקראת גם העתקת דמיון או הומוטטיה עם מרכז M ומקדם הגדלה -1/2). אז נקודות A, B, C יעברו לנקודות P, Q, R בהתאמה לפי התכונה של תיכונים (ש-M מחלק אותם ביחס 1:2). 
העתקה שלנו שומרת על זוויות, לכן גבהי המשולש ABC יעברו לגבהים של משולש PQR, שהם בעצם אנכים אמצעים של משולש ABC. לכן H, שהי נקודת חיתוך הגבהים של משולש ABC, תעבור ל-O, שהי נקודת חיתוך של אנכים אמצעים של משולש ABC. מש"ל.

הוכחה שנייה. יהיו A, B, C קודקודי המשולש, O מרכז המעגל החוסם ומותר להניח ש-O ראשית הצירים, ואז |A| = |B| = |C|, הרי קודקודים נמצאים במרחק זהה מהראשית. 
אז M = (A+B+C)/3 וצריך בעצם להוכיח כי H = A+B+C. 
או להפך: אם נגדיר H = A+B+C אז צריך להוכיח כי AH מאונך ל-BC, 

BH מאונך ל-AC, CH מאונך ל-BC. היות והמצב סימטרי לגמרי, מספיק להוכיח רק אחת מהטענות, ושני טענות אחרות יתקבלו באותה צורה.

ובכן, מספיק להוכיח כי A+B = (A+B+C) – C מאונך ל- A – B
ניקח מכפלה סקלארית:
(A + B , A – B) = (A , A) – (B , B) = |A|2 – |B|2 = 0 

לכן הם מאונכים, מש"ל.
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