5. א. עלייה של p(x) על פני קטע (a,b) זה p(b) – p(a). יש לחלק קטע [0,1]  לחלקים שחורים ולבנים כך שלכל פולינום p(x) שדרגה שלו אינה עולה על 2, סכום העליות של p(x) על פני הקטעים השחורים שווה לסכום העליות של p(x) על פני הקטעים הלבנים.

ב. האם אפשר לעשות אותו דבר עבור פולינומים שדרגתם לא עולה על 1995?

פתרון. א. יהיו קטעים [0,1/4] , [3/4,1] שחורים, קטע [1/4,3/4] לבן. 
מספיק לבדוק שסכום העליות על הקטעים השחורים שווה לעלייה על הקטע הלבן עבור 3 פונקציות: 1 קבוע, x2 , x, ואז זה יהיה ברור לכל פונקציה Ax2 + Bx + C. לפונקציה קבועה כל עליות שוות ל-0. לפונקציה x עלייה על קטע מסוים שווה לאורך הקטע. לכן הדרישה היא שסכום אורכי קטעים לבנים שווה לסכום אורכי קטעים שחורים וזה מתקיים. 
נשאר לבדוק כי (1/4)2 – 02 + 12 – (3/4)2 = (3/4)2 – (1/4)2 וזה קל.
ב. אם יש חלוקה של קטע [0,1] ל-N קטעים נסמן את קצותיהם 

0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xN =1 
קטעים [x2k, x2k+1] הם בצבע אחד, וקטעים [x2k+1, x2k+2] בצבע שני.
אנו נגיד שחלוקה טובה עד M, אם לכל פולינום שדרגתו קטנה מ-M סכום העליות על הקטעים השחורים שווה לסכום העליות על הקטעים הלבנים, כלומר

p(x1) – p(x0) + p(x3) – p(x2) + . . . = p(x2) – p(x1) + p(x4) – p(x3) +. . . 
או, אם נעביר הכל לאגף ימני:

0 = p(x0) – 2p(x1) + 2p(x2) – 2p(x3) + 2p(x4) – . . . ± p(xN) 
הפונקציה p(x) היא פולינום מדרגה קטנה מ-M אם ורק אם p(ax+b) פולינום מדרגה M. לכן אם מצאנו נקודות xi שנותנים חלוקה טובה עד M עבור קטע [0,1] אז נקודות axi + b יתנו חלוקה טובה עד M עבור קטע [[a , a+b , לכן זה לא חשוב על איזה קטע מדברים.
אנחנו נוכיח שקיימת חלוקה טובה עד M באינדוקציה על M. עבור M = 1 או 2 זה ברור, ועבור M = 3 הוכחנו בסעיף א', כל אחת מהטענות הללו יכולה להיות בסיס אינדוקציה. אנחנו נניח שבנינו חלוקה x0 , x1 , x2 , . . . , xN טובה עד M על [0,1] אבל לא עבור 1+M ונמצא חלוקה טובה עד 1+M על הקטע [1,1-].
נסמן yk = xk – 1. אז xk חלוקה טובה עד M על [0,1] , yk חלוקה טובה עד M על קטע [0 , 1-] .  נסמן :   
A = x0M – 2.x1M + 2. x2M – 2.x3M + . . . ± xNM
זה לא מתאפס לפי התנאי. קל לראות כי 
y0M – 2.y1M + 2.y2M – 2.y3M + . . . ± yNM = 
= (x0 – 1)M – 2.(x1 – 1)M + 2.(x2 – 1)M – . . . ± (xN – 1)M =

= x0M – 2.x1M + 2.x2M – . . . ± xNM  = A
כי ההפרש בין xM לבין (x – 1)M זה פולינום שדרגה שלו קטנה מ-M, והרי xk חלוקה טובה עד M. ניקח ביטוי 
(p(y0) – 2p(y1) + 2p(y2) –. . . ± p(yN)) – (p(x0) – 2p(x1) +. . . ± p(xN))
המחוברים p(x0)– , p(yN) אפשר לצמצם אם N זוגי או להפוך ל- p(x0)2– אם N אי-זוגי. בכל מקרה, מקבלים סכום אם סימנים מחלפים, כלומר חלוקה מסוימת. 
הביטוי שרשמנו מתאפס על xM כי זה A – A, והוא מתאפס גם על כל פולינום שדרגתו קטנה מ-M. לכן הוא מתאפס על כל פולינום שדרגתו קטנה מ-1+M. מש"ל.
