1. האם קיימת קליפה כדורית כזאת שעליה יש נקודה רציונלית אחת בדיוק? (נקודה רציונלית זו נקודה שכל 3 הקואורדינטות הקרטזיות שלה – מספרים רציונליים.)

תשובה. כן.

פתרון ראשון. ניקח קליפה כדורית שעוברת דרך נקודה (0,0,0) ומרכזה 
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 . משוואת הקליפה 
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אם נפתח סוגריים וצמצמם נקבל 
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כלומר 
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 מספר רציונלי.
אנו נוכיח כי חוץ מנקודה (0,0,0) אין נקודות רציונליות על הקליפה. נניח שמצאנו נקודה רציונלית אחרת 
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אם מתוך המספרים 
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 יש מספר אחד ששונה מ-0, אז 
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 או 
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 או 
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 מספר רציונלי וזה לא יכול להיות.

אם שניים מתוך המספרים 
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 שונים מ-0, נעלה בריבוע את השוויון 
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 מספר רציונלי
ונקבל שוויון מסוג 
מספר רציונלי 
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 מספר רציונלי
כאשר A הוא 6, 10 או 15 ו-B מספר רציונלי. אז מקבלים שמספר 
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 רציונלי וזה לא יתכן. (תרגיל לקוראים: להוכיח ש
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61015

 מספרים אי-רציונליים).

נניח  שכל 3 המספרים 
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 שונים מ-0. נרשום  
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כאשר 
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 מספר רציונלי. אז 
[image: image18.wmf]53

2

Rzxy

-×=×+×

. נעלה בריבוע: 
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במילים אחרות 
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 כאשר 
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 מספרים רציונליים ומספר 
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 שונה מ-0. אם 
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 מקבלים ש-
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 רציונלי וזה לא יתכן. אחרת נעלה הכל בריבוע ונקבל 

מספר רציונלי 
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 מספר רציונלי + 
ואז 
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 מספר רציונלי וזה לא יתכן. 
ובכן, אין על הקליפה הכדורית הנתונה נקודה רציונלית חוץ מראשית הצירים.

במהלך ההוכחה השתמשנו מספר פעמים בזה שעבור מספר שלם N שהוא לא ריבוע שלם 
[image: image27.wmf]N

 מספר אי-רציונלי (בעצם השתמשנו בטענה עבור מספרים 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30). רוב הקראים כנראה מכירים את הטענה, עבור 2 ומסוגלים להוכיח לבד עבור N, אבל למקרה שלא, אנו נסביר את ההוכחה.
נניח בשלילה כי 
[image: image28.wmf]=
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 כאשר P, Q, N מספרים שלמים ו-N לא ריבוע שלם. לפי משפט היסודי של חשבון, אפשר לרשום את N בדרך יחידה כמכפלה של חזקות של מספרים ראשוניים שונים 
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. המספר אינו ריבוע שלם אם ורק אם אחת המספרים הראשונים מופיע בחזקה אי-זוגית.
מהנחה שלנו מקבלים בקלות שוויון של מספרים שלמים 2P = N2Q. 

אבל באגף הימני של השוויון כל המספרים הראשוניים בפירוק מופיעים בחזקה זוגית, ובאגף השמאלי יש מספר שמופיע בחזקה אי-זוגית. סתירה.
פתרון שני (לא אלמטארי). הפתרון הראשון היה אלגברי. את הפתרון הזה, שהוא יותר גיאומטרי, בעצם לבעיה יותר כללית כמו שנראה, המציא לפי כ-100 שנים מתמטיקאי צרפתי בר (Baire).

הגדרה. נקרא לקבוצה (בישר ממשי, או במישור, או במרחב, או בעצם בכל מרחב מטרי ולא ממש חשוב מה זה) קבוצה צפופה אם בכל כדור יש נקודה מהקבוצה.
הגדרה. נקרא לקבוצה לא צפופה באף נקודה או קבוצה דלה אם בתוך כל כדור יש כדור קטן יותר שהוא זר לקבוצה נתונה (כלומר שלכדור הקטן אין נקודות משותפות אם הקבוצה הנתונה.

למשל – נקודות רציונליות זו קבוצה ריקה. נקודות שלמות, קליפה כדורית, ומישור במרחב – קבוצות דלות. וכדור זה קבוצה שהיא לא צפופה ולא דלה. 

הגדרה. קבוצה שהיא איחוד של מספר בן מנייה של קבוצות דלות נקראת קבוצה מצומצמת או קבוצה מהקטגוריה הראשונה לפי בר.
הגדרה. קבוצה שהיא לא מצומצמת, כלומר שאי-אפשר להציגה בתור איחוד 
בן-מניה של קבוצות דלות) נקראת קבוצה עבה, או קבוצה מהקטגוריה השנייה 
לפי בר.
למשל, ניקח קבוצה של כל הנקודות שנמצאים במרחק רציונלי מנקודה נתונה. זה איחוד של אינסוף כדורים, המרכז בנקודה נתונה ורדיוס מספר רציונלי כלשהו. אוסף של מספרים רציונלים הוא בן-מניה, לכן הקבוצה מצומצמת או מהקטגוריה הראשונה לפי בר. 
משפט בר. משלים לקבוצה מקטגוריה ראשונה – קבוצה צפופה.

פתרון השאלה שלנו מתקבל בקלות מתוך מקרה פרטי של משפט בר.

מספיק להוכיח שקיימת נקודה A, שנמצאת במרחק שונה מכל נקודה רציונלית (אם כן, אז ניקח קליפה כדורית שמרכזה ב-A ושהיא מכילה נקודה רציונלית B, 
אז היא לא תכיל אף נקודה רציונלית אחרת). 
כדי שתהיה נקודה A כזאת צריך שעבור כל זוג נקודות רציונליות P, Q מרחקים AP, AQ יהיו שונים. במילים אחרות, A צריך להיות מחוץ לאנך האמצעי של PQ (אנך האמצעי ל-PQ זה מישור שמאונך לקטע PQ וחוצה אותו, וזה בעצם מקום גיאומטרי של נקודות שנמצאים באותו מרחק מנקודות P,Q).
אוסף של זוגות נקודות רציונליות – בן מנייה, לכן איחוד של כל האנכים האמצעים זה קבוצה מהקטגוריה הראשונה, לכן יש אינסוף נקודות בכל מקום שנמצאים במרחקים שונים מכל הנקודות הרציונליות, הרי לפי משפט בר משלים לקבוצה מצומצת – זו קבוצה צפופה. נשאר להוכיח את משפט בר.
הוכחת משפט בר. ניקח כדור B כלשהו. צריך להוכיח שיש בו נקודה מהקבוצה המצומצמת הנתונה M. לפי הגדרה, M היא איחוד של משפחה בת-מניה של קבוצות דלות M = M0 U M1 U . . . U Mn U . . ., כאשר Mj קבוצות דלות.
ניקח בתוך כדור B תת-כדור 0B שהוא זר ל- 0M. בתוך 0B נבחר כדור 1B, שהוא זר ל-1M. בתוך 1B נבחר כדור 2B, שהוא זר ל-2M. . . כך בנבנה סדרה אינסופית של כדורים שמכילים אחד את השני. חיתוך של כולם חייב להכיל לפחות נקודה אחת. נקודה זו נמצאת במשלים של M. מש"ל.
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