5. מחזורים של שני סדרות K ו-M, והם מספרים זרים (מחלק משותף מרבי של K ו-M הוא 1). עד לאיזה איבר הסדרות יכולות להיות שוות ?

(מחזור של סדרה {an} זה המספר הטבעי הקטן ביותר p שעבורו לכל מספר n מתקיים  an = an+p).

תשובה. M+K–2 
פתרון. אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות ש K < M. נניח שסדרה סופית שווה גם לסדרה שמחזור שלה K וגם לסדרה שמחזור שלה M. השוויון הראשון מציב תנאים: הסדרה היא a1, a2, . . ., aK, a1, a2, . . . 
השוויון השני גם מציב תנאים, אבל רק החל מאינדקסים מסוימים. למשל לסדרות של M איברים אין תנאים. אם יש M+1 איברים, יש תנאי איבר 1 = איבר M, או במילים אחרות a1=ag כאשר g=M+1(mod K). כל איבר נוסף שמוסיפים מוסיף עוד תנאי, שהוא שווה לאיבר שהיה לפני M איברים.
נצייר על דף נייר K נקודות ונסמן לידם a1, a2, . . ., aK. כל פעם שאנחנו מוסיפים עוד איבר לסדרה שמציב תנאי חדש, as=at, אנחנו נחבר את הצלעות המתאימות בקשת. בהתחלה יש K נקודות נפרדות, כל פעם שמעבירים קשת מחברים שני נקודות. "רכיב  קשירות" זה קבוצה של קודקודים שכבר מחוברים זה לזה (כלומר שמנקודה אחת ברכיב קשירות אפשר להגיע לכל נקודה אחרת באותו רכיב דרך הקשתות שכבר ציירנו). בכל צעד אפשר לחבר רק שני רכיבי קשירות, לכן כמות של רכיבי קשירות אחרי 2-K צעדים היא לפחות 2. 
ניקח עבור כל קודקודים של רכיב קשירות אחד 0 as=, ועבור הקודקודים האחרים 
1 at=. 

אז מקבלים סדרה לא קבוע באורך M+K–2 שעבורה מתקיים גם חוק an = an+M וגם an = an+K . נבדוק האם יכולה להיות סדרה יותר ארוכה שמקיימת את שני החוקים. כמובן, יכולה להיות סדרה קבוע, אבל האם יכולה להיות סדרה אחרת?
אם ניצור סדרה באורך M+K אז יש K תנאים על מספרים as: לכל s מ-1 עד K 
as = at כאשר s + M = t (mod K) . 

אם אנחנו ניקח מספר כלשהו ונוסיף לו פעם אחרי פעם M, ונעשה את זה 1-K  פעמים M ונסתכל כל פעם על שארית מודולו K, אז אנחנו נקבל K שעריות וכולם יהיו שונות. אכן, אם תהיינה בדרך שתי שאריות זהות מודולו K, שהראשונה מהן R ושנייה R+TM כאשר T<K אז בעצם R+TM = R (mod K) 

לכן TM = 0 (mod K) לכן TM מתחלק ב-K אבל M זר ל-K לכן T מתחלק ב-K וזה לא יתכן כי T קטן מ-K. לכן, כאשר אנחנו מוסיפים M מודולו K אנחנו עוברים את כל המספרים בסדר מעגלי מסוים ושוב חוזרים למספר המקורי.

לכן בציור שציירנו כל הקודקודים מחוברים בסדר מעגלי. לכן אפילו אם נמחק קשת אחת, כל הקודקודים יישארו מחוברים. ובכן, גם עבור M+K וגם עבור 1M+K– יהיה a1 = a2 = . . .= aK לכן מחזור של סדרה שמחזור שלה אמור להיות K יהיה בעצם 1 בניגוד לתנאי. לכן לא יתכן שיהיו 1M+K– מספרים בסדרה.
מקודם בנינו דוגמא של סדרה באורך M+K–2 שעבורה מתקיים גם חוק an = an+M וגם an = an+K ולא כל האיברים אותו דבר.  את הסדרה אפשר להמשיך עד אינסוף לפי חוק an = an+K או לפי חוק an = an+M . השאלה היא, האם באמת תתקבל סדרה בעלת מחזור K במקרה ראשון וסדרה בעלת מחזור M במקרה שני, הרי בעיקרון לסדרה שמקיימת an = an+K יש מחזור k שהוא מחלק של K ואולי קטן מ-K, ולסדרה שמקיימת an = an+M יש מחזור m שהוא מחלק של M ואולי קטן מ-M
אבל אז, כמו שהוכחנו כבר, כל סדרה באורך גדול מאשר m+k–2 ומקיימת גם חוק an = an+k וגם חוק an = an+m היא קבוע, אבל הסדרה שלנו לא קבועה, לכן המספר  M+K–2  אינו גדול מ- m+k–2 ולכן המחזורים של הסדרות הם באמת K ו-M.
