3. במשולש ABC חסום מעגל שמרכזו O. תיכון AD חותך אותו בנקודות X, Y. 
יש למצוא זווית XOY , בהינתן  AC = AB + AD.
תשובה. °120 מעלות.

פתרון. נסובב את הציור כך שצלע BC תהיה אופקית ו-A מעליה.

מעגל חסום במשולש ABC משיק לצלע BC בנקודה התחתונה שלו, P. נקודה העליונה של המעגל החסום היא T. 

ניקח גם מעגל חסום מבחוץ לצלע BC, כלומר מעגל שמשיק לצלע BC ולהמשכי הצלעות AB, AC, והוא משיק לצלע BC בנקודה עליונה שלו, Q. 

אז יש מספר עובדות שמתקיימות בכל משולש, ולכן כדאי להכיר אותם: 
א. נקודות A, T, Q נמצאות על ישר אחד. 

ב. נקודות P , Q סימטריות ביחס ל-D (אמצע BC), במילים אחרות PB = QC. 

ג. PQ = |AB – AC| 
נוכיח את הטענות האלה בסוף, קודם נשתמש בהן בשביל להוכיח °120 = XOY.
OD זה קטע אמצעים במשולש PQT לכן ישר OD מקביל לישר AQT.
לכן שטח המשולש ODA שווה לשטח המשולש OQD והוא שווה לשטח המשולש OPD, הרי PD=PQ. ובכן, SODA = SOPD. 
לפי התנאי, AD = AB – AC = PQ (לפי ג') ולכן AD = PD2.
ובכן כאשר מתבוננים במשולשים ODA, OPD, השטחים שווים, אורך הצלע מול O גדול פי 2 במשולש הראשון, לכן אורך הגובה מ-O גדול פי 2 בשני. 

הגובה מ-O במשולש OPD זה רדיוס המעגל החסום, לכן אורך הגובה מ-O על AD היא מחצית רדיוס מעגל החסום. נמשיך את הגובה מ-O ל-AD פי 2 עד שנקבל רדיוס OR. אז OXR, OYR הם משולשים שווי צלעות. 

לכן °120 = °60 + °60 = XOY. מש"ל.
נשאר להוכיח טענות עזר: 

א. שני המעגלים, החסום והחסום מבחוץ, משיקים לקרניים AB ו-AC בו-זמנית. לכן אפשר לעשות העתקת הומוטטיה (מתיחה אחידה) אם מרכז ב-A (כלומר שנקודה U במישור תעבור לנקודה V שנמצאת על קרן AU במרחק k.AU כאשר k זה קבוע שמוגדר מראש, או במילים אחרות כך שווקטור AV שווה לווקטור k.AU) כך שמעגל קטן יעבור למעגל גדול. אז הנקודה העליונה של מעגל קטן, T, תעבור לנקודה העליונה של מעגל גדול, Q. לכן A, Q, T על ישר אחד.
ב. יהיו M, N נקודות השקה של מעגל החסום עם צלעות AB, AC בהתאמה, 
J, K נקודות השקה של המעגל החסום מבחוץ עם המשכי הצלעות AB, AC בהתאמה. אנו נשתמש הרבה פעמים בטענה ידוע: שני משיקים מנקודה למעגל במישור שווים. AM = AN, לכן 
AC – AB = (AN + NC) – (AM + MB) = NC – MB = PC – PB  
מצד שני, TB – TC = BJ – CK = (AJ – AB) – (AK – AC) = AC – AB 
לכן TB – TC = PC – PB. מכאן ברור ש-T, P סימטריים יחסית ל-D.
ג. בהוכחה של טענה ב' ראינו כי AC – AB = PC – PB.
מצד שני, בגלל סימטריה של טענה ב' נקבל PB = QC. 

לכן AC – AB = PC – QC = ±PQ 
(הסימן תלוי בזה, איזה נקודה קרובה יותר ל-C : P או Q).

ניקח ערך מוחלט לשני האגפים, ונקבל מש"ל.
