3. לפולינום (רב איבר) מסוים P(x) יש מקדם שלילי. האם יתכן שלכל החזקות שלו Pn(x) עבור כל n>1 כל המקדמים חיוביים?

תשובה. פולינום כזה קיים! למשל:
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פתרון. נשתמש בטענת עזר:

טענה. כל מספר טבעי גדול מ-1 אפשר להציג כסכום של מחוברים כאשר כל מחובר הוא 2 אן 3.

לכן, אם נוכיח שלפולינום מסוים (למשל, זה שהצגנו בתשובה) כל המקדמים של ריבוע וכל המקדמים של חזקה שלישית חיוביים, אז גם כל המקדמים של כל החזקות הגבוהות חיוביים. הרי מהטענה נובע, שכל חזקה Pn(x) עבור כל n>1 הי מכפלה של (אולי הרבה) פולינומים, שכל אחד מהם P2 או P3. ותמיד מכפלה של פולינומים שכל המקדמים שלהם חיוביים זה פולינום שכל המקדמים שלו חיוביים. כי כל מקדם של פולינום המכפלה זה סכום של מכפלות המקדמים של הגורמים, וסכום של מספרים חיוביים – מספר חיובי. אז יהיה ברור, ש כל המקדמים חיוביים לכל החזקות חוץ מראשונה.
נשאר לבדוק את חיוביות המקדמים של P2 ושל P3 ולהוכיח את הטענה.

בדיקה:
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כל המקדמים חיוביים.
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כל המקדמים חיוביים.
הוכחת הטענה. כל מספר זוגי הוא סכום של מחוברים שכולם 2 . כל מספר אי-זוגי שגדול מ-1 זה 3 ועוד מספר מחוברים שכולם 2.
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