6. יש לבנות אוסף של משקולות, כך שכל אחד מהן שוקלת מספר שלם של גרם, ואפשר באמצעות המשקולות לשקול כל משקל מ-1 ג' עד 55 ג', אפילו במקרה שחלק מהמשקולות ילכו לאיבוד. (מניחים צמיד את המשקולות על הכף השמאלי ואת המשקל על הכף הימני. של המאזניים). יש לפתור שני גרסאות של הבעיה:

א. יש להרכיב קבוצה של 10 משקולות שמתוכם יכולים לאבד משקולת אחת.

ב. יש להרכיב קבוצה של 12 משקולות שמתוכם יכולים לאבד כל 2.

(בכל גרסא יש להוכיח שקבוצת המשקולות שהרכבת היא בעלת התכונות הנדרשות.)

תשובות.

1. 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55

2. 1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19, 28, 41

פתרון. אנחנו נסביר מה קורה במצב הכללי, כאשר מותר לאבד K משקולות, כאשר K  יכול להיות 0 או כל מספר טבעי.

נגיד שקבוצה של משקולות תקינה, אם היא מאפשרת לעשות כל משקל שלם מ-1 עד סכום של כל המשקלים בקבוצה (כלומר עד המשקל הכולל שלה).

אנו בעצם נבנה קבוצה שאם נוציא ממנה כל K איברים, היא תישאר קבוצה תקינה.

טענה. קבוצה תקינה, אם ורק אם מתקיימים בו זמנית שני תנאים: 

1) בקבוצה יש משקולת של 1 ג'.
2) אין משקולת שיותר כבדה מאשר סכום של כל המשקולות שיותר קלות ממנה ועוד גרם 1.

הוכחת הטענה. ששני התנאים הכרחיים. 

אם התנאי הראשון לא מתקיים אז אי אפשר לשקול משקל של 1 ג'.

אם התנאי השני לא מתקיים, כלומר יש משקולת שמשקל שלה N והמשקל הכולל של כל המשקולות הקלות יותר ממנה קטן מ- 1-N אז אי אפשר לשקול את המשקל 1-N.

נבדוק שמהתנאים נובעת תקינות. נוכיח באינדוקציה, ש-M משקולות הכי קלות מהאוסף שלנו מהוות אוסף תקין. בסיס אינדוקציה נובע מתנאי 1.

צעד של אינדוקציה נובע מתנאי 2. הרי אם M משקולות הכי קלות מאפשרות לעשות כל מספר של גרמים מאפס עד המשקל הכולל שלהם W, ואם מוסיפים משקולת של משקל N אז מצליחים ליצור גם כל משקל מ-N עד N+W, אבל N לא גדול מ-1W+ לפי תנאי 2, לכן אנו מצליחים לעשות כל משקל בין 1 למשקל הכולל של 1+M משקולות הכי קלות. מש"ל.
ברור ש-1+K  משקולות קלות ביותר אמורות להיות במשקל של 1 ג'. כי אם היו רק K או פחות משקולות של 1 ג', אז כולם עלולים ללכת לאיבוד, ולא נוכל לשקול משקל של 1 ג'.
חוץ מזה, עבור כל משקולת שהיא לא 1 ג' אם נאבד כל K משקולות קלות יותר, אז סכום של כל המשקולות קלות יותר שיישארו חייבת להיות לא קטנה מאשר משקל המשקולת הנתונה מינוס 1. 

לכן, אם נסמן את משקלי המשקולות w1, w2, w3, ... , כאשר הן מסודרות בסדר עולה, אז עבור כל M גדול מ-K, wM+1 חייב להיות לא יותר גדול מאשר 1 פלוס סכום של כל המשקולות קלות יותר אפילו אם נאבד K משקולות יותר קלות (ואפשר להניח שאיבדנו K משקולות הכי כבדות מ-1 עד M כי זה נותן את התנאי הכי חזק).
לכן התנאי היחיד שיש לנו (חוץ מזה שסדרה w1, w2, w3, ... לא יורדת) זה ש- wM+1≤1+w1+ w2+…+wM-K. בשביל שנוכל לעשות משקלים מ-1 עד המספר הכי גדול, כדאי לנו להפוך את האי-שוויון לשוויון. כי אז גם אחרי שנאבד כמה משקולות שאפשר, המשקל הכולל יהיה גדול ביותר. 

נקבל סדרה שמתחילה ב-1+K אחדים, וכלל נסיגה: wM+1=1+w1+ …+wM-K. זה כלל נסיגה מסובך שקשה לעשות איתו חישובים. נפשת אותו: הרי אז גם wM=1+w1+ …+wM-K-1, ולכן בעצם   wM+1=wM+wM-K.
זו נוסחה פשוטה שקל להשתמש בה. למשל, אם K=0, מקבלים חזקות של 2. אם K=1 מקבלים מספרי פיבונצ'י וזה פותר את סעיף א'. 
אם 2=K מקבלים סדרה wM+1=wM+wM-2​, וזה פותר את סעיף ב'.
