2. רושמים מספרים טבעיים בשורה, מ-1 עד מספר N כולל.
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האם קיים N, כך שכל אחת מ-10 ספרות מופיעה בשורה אותו מספר פעמים?

תשובה: לא.

פתרון. אנו נוכיח שיש בסדרה יותר אחדים מאשר אפסים. 

נבנה פונקציה שתתאים לכל 0 שמופיע בשורה איזשהו 1 שהופיע לפניו. נניח0 הוא ספרה במספר X מסוים במקום 1+M מהסוף (0≤M).אז לפני שרשמנו מספר X רשמנו מספר X – 9∙10M שבו במקום 1+M מהסוף יש את הספרה 1.

אם היינו רושמים את כל המספרים הטבעיים עד אינסוף אז קל לבנות גם פונקציה הפוכה, שתתאים לכל 1 שיש בסדרה איזשהו 0 שנמצא אחריו. עבור כל ספרה 1 שנמצאת במספר X מסוים במקום 1+M מהסוף (0≤M) נסתכל על הספרה 1+M מהסוף של המספר X + 9∙10M והיא תהיה 0.

לכן פונקציה ראשונה שבנינו הייתה חד-חד ערכית (שני אפסים שונים מתאימים לאחדים שונים). מזה נובאה כי כמות האפסים בסדרה שבנינו אינה קטנה מכמות האחדים. בשביל שהיא לא תהיה גדולה העתקה זו צריכה להיות גם על.

כלומר העתקה הפוכה X + 9∙10M צריכה להיות מוגדרת לכל ספרה 1. כלומר, אם רשמנו מספר 1 אז צריכים לרשום גם 10. ואז צריכים לרשום גם 100. ואז צריכים לרשום גם 1000. וכו'. כלומר N גדול מכל חזקה של 10. וזה לא יתכן.
