4. יוסי לומד בכיתה עם עוד 25 תלמידים. יום אחד הוא שם לב שלכל אחד מהתלמידים שלומדים ביחד איתו יש מספר שונה של חברים. כמה חברים יש ליוסי? (מצא את כל התשובות האפשריות).

תשובה: 12 או 13.

פתרון. נוכיח באינדוקציה שאם במקום 25 היה 1+K2 אז התשובה הייתה K או 1+K.

הבסיס של אינדוקציה ברור. אם יש בכיתה רק תלמיד אחד חוץ מיוסי אז K=0 ואז יכול להיות שהם חברים או לא. זה נותן שני אפשרויות: ליוסי יש חבר אחד או 0 חברים.

נוכיח את המעבר של אינדוקציה. הוכחנו עבור כל מספר שקטן מ-K וצריך להוכיח גם עבור K.

לכל תלמיד יכולים להיות 0, 1, 2, ... , 1+K2 חברים. זה 2+K2 מספרים שונים, לכן כל מספר חוץ ממספר אחד מופיע. לא יכולים להופיע בו-זמנית מספרים 0 ו- 1+K2. כי אם יש תלמיד שהוא חבר של כולם אז לא יכול להיות שיש תלמיד שהוא לא חבר של אף אחד. אז יש שני מקרים:

מקרה א': אין תלמיד עם 0 חברים. אז יש תלמיד A שהוא חבר של כולם (וגם של יוסי), ויש תלמיד B שיש לו רק חבר אחד, שהוא בעצם A. נסלק את A ואת B מהכיתה. אז קל לראות שעדיין לכל התלמידים חוץ מיוסי יש מספר שונה של חברים, כי כולם היו חברים של A ואף אחד מהם לא היה חבר של B, אז כמות החברי אצל כל אחד ירדה ב-1. לפי הנחת אינדוקציה עכשיו יש ליוסי K או 1-K חברים. לכן אם נחזיר את A ו-B אז יהיה ליוסי K או K+1.
מקרה ב': אין תלמיד עם 1+K2 חברים. אז יש תלמיד B שהוא לא חבר של אף אחד (ולא של יוסי), ויש תלמיד A שיש לו K2 חברים, לכן הוא חבר של כולם חוץ מ-B. נסלק את A ואת B מהכיתה. אז קל לראות שעדיין לכל התלמידים חוץ מיוסי יש מספר שונה של חברים, כי כולם היו חברים של A ואף אחד מהם לא היה חבר של B, אז כמות החברי אצל כל אחד ירדה ב-1. לפי הנחת אינדוקציה עכשיו יש ליוסי K או 1-K חברים. 

לכן אם נחזיר את A ו-B אז יהיה ליוסי K או K+1. מש"ל

צריך להוכיח בנוסף שגם K וגם 1+K אפשרי. 

ציירנו עבור 3=K, אבל באותה שיטה אפשר לעשות עבור K=12.
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