7. באנציקלופדיה של צמחים מאפיינים כל צמח ע"י 100 תכונות (כל תכונה קיימת או לא קיימת בכל צמח). הצמחים נקראים "לא דומים" אם הם נבדלים ב51 תכונות לפחות. 

א. הוכח שבספר לא יכולים להיות מעל 50 צמחים לא דומים זה לזה.

ב. האם יכולים להיות 50 צמחים שונים לא דומים זה לזה?

פתרון. 
א. אנו נשתמש בשיטה של ספירה כפולה. זו שיטה ידוע בקומבינטוריקה שבה מחשבים או מעריכים כמות מסוימת בשני דרכים.

נניח שיש 51 צמחים שונים 

נעריך כמות השלשות (צמח, צמח אחר, תכונה) כך שהתכונה תהיה שונה לשני הצמחים. מצד אחד, כל תכונה קיימת עבור K צמחים ולא קיימת עבור K-51 צמחים. ואז כל תכונה יכולה לתת K∙(K-51) זוגות.
הערך הגדול ביותר שיכול לקבל K∙(K-51) זה 25∙26 (תרגיל: לבדוק).

אבל יש 100 תכונות סה"כ, לכן המספר שאנחנו מתבוננים בו אינו עולה על  25∙26∙100. 

מצד שני, לכל שני צמחים יש לפחות 51 תכונות שונות. ויש 50/2∙51 = 25∙51 זוגות של צמחים. לכן המספר שאנו מתבוננים בו הוא לפחות 25∙51∙51. ובכן, 25∙51∙51 ≤ 25∙26∙100.

כלומר 51∙51 ≤ 26∙100 = 52∙50. 

אבל זה לא נכון כי 52∙50 = (51+1)(51-1) = 512-1.

ב. ננסה להשתמש באותה שיטה, עבור 50 צמחים. אז ההערכה מלמעלה היא 25∙25∙100 = 50∙50∙25 (הכי הרבה זוגות של צמחים שכל תכונה יכולה לתת זה 25∙25).
ההערכה מלמטה בשיטה של סעיף א' נותנת רק 
[image: image1.wmf]æö

ç÷

ç÷

èø

××=×

50

25495151

2

 וזה לא מוביל לסתירה: 
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 זה אי-שוויון נכון. 

ננסה לשפר את ההערכה למטה.אנחנו בנינו את ההערכה בהסתמך על ההנחה שלכל 2 צמחים שונים יש 51 תכונות שבהן הם נבדלים. אבל אם יש בדיוק 51 הבדלים בין צמח A לצמח B, ויש בדיוק 51 הבדלים בין צמח B לצמח C, אז קל לראות שיש מספר זוגי של הבדלים בין צמח A לצמח C. (הרי בשביל להגיע מ-A ל-B החלפנו מספר אי-זוגי של תכונות, ובשביל להגיע מ-B ל-C החלפנו מספר אי-זוגי של תכונות, סה"כ החלפנו מספר זוגי של תכונות. נחסיר שתיים כפול את כמות התכונות שהחלפנו פעמיים, וזה מספר זוגי, ומקבלים שכמות התכונות השונות בין A ל-C  זוגית). אבל אם A ו-C לא דומים, אז יש להם לפחות 52 תכונות שונות! 
נניח שיש שני צמחים A ו-B ברשימה שיש להם בדיוק 51 הבדלים. אז לכל צמח נוסף מתוך 48 צמחים האירים יש לפחות 52 הבדלים או מ-A או מ-B ולכן צריך להוסיף 48 להערכה שלנו. (ואם אין שני צמחים A ו-B כאלה אז צריך להוסיף אפילו יותר). לכן מקבלים אי-שוויון 
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וזה כבר לא נכון כי אז 
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 וקיבלנו סתירה.

הערה. נוכיח בעזרת שיקולים דומים אבל קצת יותר עדינים כי גם 35 צמחים לא דומים לא יכולים להיות.

ההערכה מלמעלה כמו של סעיפים א' וב' תיתן 17∙18∙100.

ההארכה מלמטה בסגנון של סעיף א' תיתן 35∙17∙51. אבל אנחנו נשפר אותה בשיטה של סעיף ב'. מתוך כל 3 צמחים שיש לנו, A, B, C יש לפחות 2 שאצלם יש בעצם 52 הבדלים לפחות, ועל כל 2 צמחים כאלה אפשר להוסיף נקודה נוספת. כמה יחידות נוספות אפשר להוסיף?

השאלה שקולה לשאלה: נתון גרף (קבוצה של 35 קודקודים, חלקם מחוברים ע"י קשתות) שאין בו משולשים. כמה זוגות של נקודות בטוח אשפר למצוא, שלא מחוברות ע"י קשתות?
אם נצבע 17 נקודות בלבן, ו-18 נקודות בשחור, ונחבר בין כל קודקוד לבן לכל קודקוד שחור אז יהיו 17∙18 קשתות ולא יהיו משולשים. זו הכמות הגדולה ביותר של קשתות שאפשר לצייר. (הקורא יכול להוכיח את זה בקלות בעזרת אינדוקציה, אבל זה גם מקרה פרתי של משפט טוראן). במקרה זה יש 172 זוגות של קודקודים שלא מחוברים. וזה המספר שנוסיף להערכה מלמטה.

אז 17∙18∙100 ≥ 35∙17∙51 + 17∙17. נחלק ב-17:

18∙100 ≥ 35∙51 + 17. אבל 18∙100 = 36∙50. נחסיר את 35∙50 משני האגפים ונקבל 50 ≥ 35 + 17. וזה לא נכון.
ראיתי בספר של אולימפיאדות מוסקווא שאפשר למצוא דוגמא של 34 צמחים שונים אבל אין לי מוסג איך (והם לא כותבים).
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