1. בטבלא N×N מותר להוסיף 1 לכל המשבצות של כל מסלול סגור של צריח שלא חותך את עצמו. בהתחלה יש אחדים במשבצות של אלכסון וכל המספרים האחרים בטבלא הם אפסים.

האם אפשר בעזרת פעולות שתיארנו להגיע למצב שבו כל המספרים בטבלא שווים? (אנחנו מניחים שצריח היה בכל המשבצת שדרכם הוא עבר).
תשובה: כן עבור N אי-זוגי, לא עבור N זוגי.

פתרון. 
עבור N זוגי. נצבע את הטבלא כמו לוח שחמט. צריח בכל צעד מחליף צבע של משבצת, לכן בכל מסלול סגור יש אותו מספר של משבצות שחורות ולבנות. לכן סכום המספרים במשבצות שחורות וסכום המספרים במשבצות הלבנות גודל בכל מהלך באותו מספר. בהתחלה סכום של מספרים שחורים גדול מזה של לבנים, כי האלכסון כולו שחור. לכן כך יהיה גם כל הזמן. אבל יש אותו מספר של משבצות שחורות ולבנות. לכן לא יתכן שבכל המשבצות יהיו מספרים שווים.

נקודה למחשבה. למה אותו שיקול לא עובד עבור N אי-זוגי? האם שיקול זה יכול לתת מידע מסוים על מקרא אי-זוגי?
עבור N אי-זוגי. נשתמש בטענה הבאה:
טענה. אפשר באמצעות פעולות מותרות להוסיף 1 לכל איברי הטבלא חוץ ממשבצת נתונה על האלכסון. 

נעשה את זה עבור כל משבצת אלכסונית ואז בכל משבצת יופיע מספר N.
נשאר להוכיח את הטענה.

הוכחת הטענה. נשתמש באינדוקציה. עבור N=3 זה שני מקרים: כאשר N במרכז [image: image1.png]


 או בפינה [image: image2.png]


.
אם הוכחנו את הטענה עבור N-2 אז אפשר להוכיח אותה גם עבור N. אז אפשר להניח שהמשבצת לא נמצאת בשני שורות ראשונות (ולכן גם לא בשני עמודות ראשונות). אם כן, פשוט נהפוך את הלוח ב-°180.

אפשר להוסיף 1 לכל המשבצות של שני שורות ראשונות ושל שני עמודות ראשונות של הלוח [image: image3.png]


, ואז אפשר להוסיף 1 לכל המשבצות האחרות של הלוח חוץ מהמשבצת הנתונה על האלכסון לפי הנחת אינדוקציה. מש"ל.
