6. לפאון יש 100 מקצועות.

א. מהו המספר הגדול ביותר של מקצועות שיכול לחתוך שמישור, אם הפאן קמור? אסור שהמישור יעבור דרך הקודקודים.

ב. עבור פאון לא קמור המספר יכול להגיע אפילו ל-96, 

ג. אבל לא יכול להיות 100.

פתרון. א. אפשר להגיע ל-66.
נבנה פירמידה, שהבסיס שלה זה מצולע משוכלל בעל K2 צלעות. נדביק שני פירמידות כאלה לפי הבסיס ונקבל "יהלום", כמו בציור. הבסיס השותף של הפירמידות אופקי. נוריד קצת את הקודקודים הזוגיים של פירמידות ונרים את
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הקודקודים האי-זוגיים, כמו בציור השני. נקבל שהמישור האופקי שהיה הבסיס המשותף חותך כרגע K4 מקצועות מתוך K6. למשל, 68 מקצועות מתוך 102.

כדי להגיע למצב של 100מקצועות נזיז שני קודקודים של פאון כך ששני זוגות של משולשים צמודים יהפכו למרובעים.כך נמחק שני מקצועות מיותרים ויישארו לפחות 66 מקצועות שהמישור חותך אותם.

נוכיח שלא קיימים פאון קמור ומישור שחותך יותר מאשר 66 מקצועות. כל פאה זה מצולע קמור שהמישור חותך אותו (אם בכלל) לפי קו ישר, שנותן לנו לא יותר מאשר 2 נקודות חיתוך. אבל בכל פאה יש לפחות שלוש מקצועות. לכן מישור יכול לחתוך לכל היותר 2/3 מהמקצועות של פאה. נסכם על כל הפאות, (ונחלק ב-2 כי כל מקצוע נספר פעמיים בתור מקצוע של פאה מסוימת) ונראה שלכל היותר 2/3 מהכמות הכוללת של מקצועות נחתכים ע"י המישור. לכל לא יותר מאשר 66.7 מקצועות נחתכים ע"י המישור בפאון קמור בעל 100 מקצועות, אבל זה מספר שלם, כלומר זה לא עולה על 66.

ב. פתרון ראשון: דוגמא עבור 96. נבנה את הדוגמה בשלבים. 
נתחיל אם פירמידה מרובעת. אחר-כך נבחר נקודה קרוב לקודקוד בכל אחת מהפאות המשולשות, ונחבר כל אחד מהם לשני קודקודים של הבסיס. נמחק 
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את המקצועות של הבסיס הריבועי, ונוסיף פאה ריבועית שקודקודיה הם 4 נקודות חדשות. עכשיו יש מבנה אם 4 רגליי. במרכז יש פאה אחת שהיא ריבוע אופקי, לידה 4 משולשים ומבחוץ 4 מרובעים לא קמורים. מישור אופקי חותך 12 מקצועות מתוך 16. (את כל המקצועות חוץ מהמקצועות של ריבוע אופקי).

נמשיך לבנות את הפאון בשלבים. בכל שלב יש פאה ריבועית שיש לה 4 משולשים. מוחקים את הריבוע, הופכים משולשים למרובעים לא קמורים ומוסיפים 4 משולשים וריבוע על הנקודות החדשות. בשלבים הזוגיים הריבוע החדש יהיה מעל מישור אופקי נתון, ובפעמים האי-זוגיות-מתחת. בצורה כזאת, ניצור פאון שיש לו K8 (למשל 96) מקצועות שרק 4 מהם לא נחתכות ע"י מישור.
בסוף נדביק לפאה הריבועית עוד פירמידה שהקודקוד שלה יהיה בצד ההפוך של המישור, וכך יתווספו עוד 4 מקצועות שהמישור חותך גם אותם.

פתרון שני: דוגמא עבור 98.

נבנה פירמידה משולשת ABCD כך ש A, C נמצאים מעל המישור האופקי הנקודות B, D מתחת. גם פה נבנה את הפאון בשלבים.
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בשלב ראשון ניקח נקודה 'B שנמצאת בפאה ABC קצת מעל נקודה B. נוציא פאה ABC ונחליף אותה בפאה לא קמורה ABCB'. נוציא גם פאה ACD, ונוסיף שני פאות ADB'. 
בשלב שני נוציא פאות AB'D, CB'D ונחליף אותה בפאות לא קמורות AB'A'D, CB'C'D, כאשר C', A' הן נקודות במישורים AB'D, CB'D שנמצאות קצת מתחת ל-A, C בהתאמה. נבחר נקודה ''B שנמצאת במישור A'B'C' קצת מעל נקודה 'B, ונוסיף עוד שלוש פאות: פאה לא קמורה A'B'C'B'' ושני משולשים, B''DA', B''DC'.

נחזור על השלב השני עוד הרבה פעמים. נקבל פאון בעל 8+K6 מקצועות, למשל 98. 

בשלב אחרון, ניקח נקודה D' שנמצאת במישור A(N)C(N)D קצת מעל D. נוציא פאות BC(N)D ו- A(N)BD, ונוסיף פאה לא קמורה A(N)D'C(N)D ושני משולשים D'A(N) B(N+1), D'C(N)B(N+1) ויתווספו עוד שני מקצועות.
אם הלכנו כל הזמן בצעדים קטנים, אז כל המקצועות חוץ מ-BD ו- D'B(N+1) נחתכות ע"י מישור אופקי. 

ג. נניח שכל המקצועות של הפאון נחתכות ע"י מישור אופקי נתון. אז יש לו קודקודים שנמצאים מעל המישור ומתחת למישור. כל הקודקודים שמעל מחוברים רק לקודקודים שמתחת ולהפך. לכן, כל המקצועות שיוצאות מקודקודים העליונים מכוונים כלפי מטה. 
ניקח את הקמור של הפאון. הקודקודים של הקמור זו תת-קבוצה של הקודקודים של הפאון. לכל קודקוד של הקמור יש תכונה מאוד מעניינת: כל הזוויות בנקודה הזאת של הפאות שעוברים דרכה קטנות מ-°180.

יש לפחות 4 קודקודים בקמור, ולכן אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות שלפחות 2 מהם, A  ו-B נמצאות מעל המישור שלנו (והגובה של A גדול או שווה לגובה של B). 

היות וכל המקצועות בנקודות A ו-B הולכות כלפי מטה וכל הזוויות קטנות מ-°180, אז ב-A וב-B ש לפאון קודקוד של צוק.
נזיז מישור אופקי מהקודקוד העליון כלפי מטע. החתך זו צורה שהיא מצולע או איחוד של כמה מצולעים (ואולי אם חורים).
ברגע שהמישור נמצא מתחת ל-A  וקצת מתחת ל-B אז יש לפחות שני תחומים נפרדים בחתך המישורי. היות והפאון קשיר (מכל נקודה פנימית יש מסלול בתוך הפאון שמגיע לכל נקודה פנימית אחרת) אז במהלך התנועה של המישור ייווצר איד משני מצבים:
1) שני כתמים יהפכו לאחד 

2) או אחד משני הכתמים יתפצל לחלקים.
אפשר לראות, שהנקודה בה יתבצע מעבר מהסוג הזה היא נקודת אוכף (כלומר זה קודקוד שיוצאים ממנו מקצועות גם למעלה וגם למעתה). אבל זה לא יכול להיות! סתירה.
הערה. הפתרון הראשון של סעיף ב' הוא של לאוניד מדניקוב. כל הדברים האחרים שהצגנו פורסמו בקוואנט ב-1994 ע"י א. אנג'אנס  ונ. וואסילייב . http://kvant.mirror0.mccme.ru/1994/02/resheniya_zadachnika_kvanta_ma.htm
רק שבפתרון של סעיף ב' בקוואנט הייתה שגית ספירה שתיקנתי.
מצאתי גם פתרון שונה לגמרי לסעיף א' אבל הוא יותר מסובך ולכן החלטתי לא לרשום אותו.
