5. חוצה זווית של (A של משולש ABC חותך את המעגל החוסם שלו ב-D. תהי P נקודה סימטרית למרכז המעגל החסום לגבי אמצע הצלע BC, M – נקודת חיתוך שנייה של DP אם המעגל החוסם.

הוכח שמרחק מנקודה M לאחת מהקודקודים A, B, C שווה לסכום המרחקים לשני קודקודים אחרים.

פתרון. לפי משפת סינוסים, AM=2R∙sin((ADM)= 2R∙sin((ADP). באופן דומה BM= 2R∙sin((BDP), CM= 2R∙sin((CDP).

אנו צריכים בעצם להוכיח שאפשר לבחור סימנים בביטוי CM±BM±AM± כך שהביטוי יתאפס. נחלק ב-2R ונראה שצריך לעשות את זה בעצם לביטוי כזה:   sin((CDP)±  sin((BDP)± sin((ADP) ±.

נסמן את מרכז המעגל החסום ב-I. ידוע ש-I נמצא על AD, הרי זה חוצה זווית. לכן אפשר להחליף את sin((ADP) ב- sin((IDP). 
בשביל ההמשך אנחנו נצטרך שני טענות שהם בעצם משפטים ידועים. עבור הקוראים שלא מכירים את הטענות, נוכיח אותם בעמוד הבא.
טענה 1. DC=DB=DI
טענה 2. בהינתן שני ווקטורים u, v שהקואורדינטות שלהם (xv, yv) ,(xu, yu) והזווית בין הווקטורים ( אז xuyv – yuxv = ±|u|∙|v|∙sin(().

נבחר מערכת צירים כך שנקודה D תהיה 0. לפי הגדרה של P, אמצע הקטע PI הוא גם אמצע הקטע BC, לכן ברישום ווקטורי (B + C)/2=(P + I)/2 לפיכך B+C=P+I ולכן P=B+C–I .
לפי טענה 1, הנקודות I, B, C יהיו ווקטורים בעלי אותו אורך. שלושה סינוסים שאנו מתעניינים בהם הם בין הווקטור P לבין הווקטורים I, B, C. 
נכפיל את הביטוי של סכום של סינוסים אם סימנים ב |P|∙|B| ונקבל, שהביטוי שאנו רוצים לאפס אותו ע"י בחירת סימנים לפי טענה 2 שווה ל-
±(xPyB – yPxB) ±(xPyC – yPxC) ±(xPyI – yPxI) .
כאשר yK , xK מסמנים תמיד את שיעורי הנקודה K.
פה נבחר סימנים – + + . נקבל שהביטוי שווה ל- 

(xPyB – yPxB) + (xPyC – yPxC) – (xPyI – yPxI) = 

= xP∙(yB + yC – yI) – yP∙(xB + xC – xI) = xP∙yP – yP∙xP = 0
מש"ל. 
נשאר להוכיח את שני הטענות.

הוכחת טענה 1. ברור ש- DC=DB. הרי נשענות עליהם זוויות שוות, (DAB ו-(DAC ולכן הקשתות BD ו-DC שוות ולכן המיתרים DB וDC שווים.
נשאר להוכיח כי DB=DI. בשביל זה מספיק להוכיח שמשולש DIB שווה שוקיים כלומר (DBI=(DIB.

נסמן את זוויות המשולש ABC ב- (A=(, (B=(. אז היות וזווית חיצונית במשולש AIB שווה לסכום שני זוויות פנימיות, (DIB=(IAB+(IBA=(/2+(/2.

מצד שני כל זווית שנשענת על קשת CD שווה ל (ACD ולכן:
(DBI=(DBC+(CBI=(DAC+(/2=(/2+(/2=(DIB
	[image: image1.png]





מש"ל.
הוכחת טענה 2. צריך בעצם להוכיח כי |xuyv – yuxv| = |u|∙|v|∙sin(()
האגף הימני זה בעצם שטח של מקבילית ששתיים מהצלעות שלו הן u,v. כלומר צריך בעצם להוכיח שהנוסחא |xuyv – yuxv| נותנת את השטח של מקבילית.

ווקטור t = (yv , -xv) מאונך לווקטור v = (xv , yv). אפשר להגיד שווקטור t הוא שווה ל- |v|∙n כאשר n הוא ווקטור שמאונך ל- v והאורך של n הוא 1.

שטח של מקבילית שווה לבסיס כפול גובה. הבסיס הוא |v|, והגובה של u מעל v זה אורך ההיטל על ווקטור n. לכן גובה שווה לערך מוחלט של מכפלה סקאלרית 
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. ובכן, שטח של מקבילית שווה לבסיס כפול גובה, כלומר
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מש"ל.
_1187585281.unknown

_1187585246.unknown

