4. בטבלא M שורות, N עמודות.

"מהלך אופקי" זו תמורה של איברי הטבלא שבה כל איבר נשאר באותה שורה בה הוא כבר היה. באופן דומה מגדירים "מהלך אנכי".

מצא את K הקטן ביותר, כך שאפשר לבצע כל תמורה של איברי הטלא ב-K מהלכים.

תשובה: 3.

פתרון. נוכיח, ששני מהלכים לא יספיקו. למשל, נניח שאנו רוצים להחליף בין האיבר שנמצא בשורה ראשונה ועמודה שנייה לאיבר שנמצא בשורה שנייה בעמודה ראשונה (וכל האיברים האחרים יישארו במקום).

אם נעשה מהלך אופקי אחד, אז יש שני מספרים שנמצאים באותה שורה שאמורים להגיע בסוף לאותה עמודה. לכן אי-אפשר לשלוח אותם למקומות שלהם ע"י מהלך נוסף.
מסיבה דומה אי-אפשר לסדר את התמורה הזאת בשני מהלכים אם מתחילים במהלך אנכי. ובכן, שני מהלכים לא מספיק.

נשאר להוכיח ששלוש מהלכים יספיקו. מהלכים הם: אופקי, אנכי ושוב אופקי. נצבע כל איבר של טבלא באחד מ-M צבעים, לפי מספר של שורה שאליה אמור האיבר להגיע בסוף.

אנו נצליח להביא כל איבר למקום שמיועד לו אם לפני המהלך האחרון כל המספרים עומדים בשורות שאליהן הם צריכים להגיע. כלומר אחרי שני מהלכים כל המספרים בצבע ראשון יהיו בשורה ראשונה, כל המספרים בצבע שני בשורה שנייה וכו'. 

בשביל שנצליח לעשות את זה צריך שלפני מהלך שני בכל עמודה יהיה נציג מכל צבע. לכן, כל מה שצריך להוכיח זה שניתן לעשות מהלך אופקי כך שבכל עמודה יהיו את כל הצבעים לאחר המהלך.

מספיק להוכיח שאפשר לעשות מהלך אופקי כך שבעמודה ראשונה יהיו את כל הצבעים. אז גם אפשר לעשות מהלך אופקי נוסף שלא מזיז את העמודה שנייה שאחריו יהיו בעמודה השנייה את כל הצבעים, ועוד מהלך אופקי שגם בעמודה השלישית יהיו כל הצבעים וכו'... אבל הרכבה של מספר מהלכים אופקיים זה בעצם מהלך אופקי אחד.

ובכן, מספיק להוכיח שאפשר לעשות מהלך אופקי כך שבעמודה ראשונה יהיו את כל הצבעים. אנו נוכיח את זה באינדוקציה: אפשר לעשות מהלך אופקי כך שב-L משבצות ראשונות של עמודה ראשונה כל הצבעים יהיו שונים.
עבור 1 זה ברור. נניח שהוכחנו עבור L ורוצים להוכיח עבור L+1 משבצות ראשונות של עמודה ראשונה.
אם בשורה 1+L יש צבעים שלא הופיעו ב-L משבצות ראשונות של עמודה ראשונה אז אפשר להעביר איבר מצבע חדש למשבצת הראשונה של עמודה 1+L וזהו. הבעיה מתרחשת כאשר כל הצבעים שיש בשורה 1+L כבר היו במשבצות הקודמות. נניח שזה המצב ונסמן את הצבעים שיש בעמודה ראשונה ב-  A1,1 , A1,2 , A1,3 , … , A1,U.
בשורות שבהם הצבעים A1,1 , A1,2 , A1,3 , … , A1,U מופיעים בעמודה ראשונה מכילות U∙N איברים. לכן לא יתכן שכולם בצבעים A1,1 , … , A1,U כי גם כל השורה L+1 היא בצבעים אלה ויש רק  U∙Nמספרים בצבעים האלה ולא (U+1)∙N. לכן בשורות האלה יש גם צבעים אחרים A2,1 , A2,2 , … , A2,V .

אחרי זה נבנה באותה צורה רשימה של צבעים חדשים (שלא בחרנו אותם קודם) שהם A3,1 , A3,2 , … , A3,V וכך הלאה עד שיופיע צבע 
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 שהוא לא אחד מהצבעים של L משבצות ראשונות של עמודה ראשונה. צבע כזה חייב להופיע בשלב מסוים, כי אם לא אז אפשר בשורות שכבר בחרנו למצוא עוד צבעים שלא בחרנו קודם ואת התהליך הזה אי-אפשר להמשיך לאינסוף, אז נצטרך להגיע למצב הזה.

ובכן צבע 
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 שהוא לא אחד מהצבעים של L משבצות ראשונות של עמודה ראשונה. הוא מופיע באחד מ-L שורות ראשונות שמקום ראשון באותה שורה מופיע 
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 מופיע גם בשורה אחרת ולא במקום ראשון שבה במקום ראשון מופיע 
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. ... .כך יש לנו שרשרת של צבעים שונים שמסתיימת ב-
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שהוא כבר מופיע בשורה 1+L.

עכשיו במהלך אופקי נשים בעמודה הראשונה בשורה 1+L את 
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בעמודה ראשונה במקום שהיה בו 
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 נשים 
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 (גם זה אפשרי במהלך אופקי), במקום שהיה בו 
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 נשים 
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 ,... , ובכלל, במקום 
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 נשים 
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. כך הצבעים שכבר היו יעברו למשבצות אחרות ויתווסף מספר חדש  
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 ואז ב-L+1 משבצות ראשונות כל הצבעים יהיו שונים.

הערה. הורדנו פרטים בהוכחה אבל היא גם ככה ארוכה. הקורא שיש לו סבלנות לקרוא דבר כל כך מסובך יוכל להשלים לבד את הפרטים החסרים.

החלק האחרון בהוכחה שקול בעצם להוכחת משפט Hall.
_1187678352.unknown

_1187678543.unknown

_1187678609.unknown

_1187678644.unknown

_1187678667.unknown

_1187678599.unknown

_1187678428.unknown

_1187678299.unknown

_1187678315.unknown

_1187677952.unknown

