3. נתונה סדרת מספרים: a1=1, וכלל נסיגה 
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an+1= an+. (הסימון [X] מסמן את החלק השלם של X, כלומר מספר הכי גדול שלא עולה על X. )

כמה מספרים יש בסדרה הזאת שלא עולים על 1000000=106 ?
תשובה: 10.

פתרון. נסמן ב-bN את האיבר בראשון של הסדרה שאינו קטן מ- 2N. אז מ- bN ועד bN+1 הסדרה an מתקדמת בצעדים של N. 
נסמן cN = bN – N2. זה מספר שקטן מ- N–1 (כי הגענו ל- bNע"י קפיצה יותר קטנה מ-N ממספר שיותר קטן מאשר  N2). 

נמצא את הקשר בין cN ל- cN+1. הרי cN = bN – N2 , cN+1 = bN+1 – (N+1)2 .

אבל מגיעים מ- bNל- bN+1 בקפיצות של N. לכן 
cN+1 = bN+1 – (N+1)2 = bN + K∙N – N2 – 2N –1 = cN + L∙N –1.
אבל גם cN וגם cN+1 קטנים מ-N. 

לכן, אם cN≠0 אז cN+1 = cN–1 ואם cN=0 אז cN+1 = N–1.

בסדרה המקורית מופיע ריבוע N2 כאשר bN = N2 כלומר כאשר cN = 0. 

קל לראות שזה קורא אך ורק כאשר N=K2 עבור K מסוים.

נוכיח את זה באינדוקציה. נניח שהוכחנו כי cN = 0 כאשר N=K2. מזה צריך להסיק שאף מספר בין K2 ל-K+1 2 לא מקיים cM=0 אבל K+1 2 כן מקיים את זה.

אכן, לפי מה שהוכחנו קודם 1-cN+1 = N, 2-cN+2 = N, 3-cN+3 = N, ... וכך עד    c2N = 0. כלמור אף מספר בין N ל-N2 לא מקיים את התכונה, ו-N2 כן מקיים. אבל N2 זה בדיוק K+1 2. 

לכן, השאלה "כמה ריבועים יש בסדרה המקורית שלא עולים על 106?" שקולה לשאלה "כמה ריבועים של חזקות של 2 לא עולים על 106?". 

והיא שקולה לשאלה "כמה חזקות של 2 לא עולות על 103?". 

ידוע כי 210=1024 וזו חזקה ראשונה של 2 שעולה על 1000. 

לכן יש 10 חזקות של 2 שלא עולות על 1000, מ-20=1 עד 29=512.
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