2.  קובייה שמקצועות שלה באורך N מורכבת מקוביות קטנות שמקצועות שלהן באורך 1. חלק מקוביות קטנות הן שחורות, וחלק לבנות. לכל קובייה לבנה יש פאה משותפת אם בדיוק שלוש קוביות שחורות, ולכל קובייה שחורה יש פאה משותפת אם בדיוק שלוש קוביות לבנות. עבור איזה N זה אפשרי?

תשובה: N זוגי.
פתרון. צריך להוכיח שני טענות: זה אפשרי עבור N זוגי ובלטי אפשרי עבור N אי-זוגי. נתחיל מהאי-זוגי.

נניח שיש S קוביות שחורות, L קוביות לבנות. כמות של פאות משותפות בין שחור ללבן שווה מצד אחד ל- S3 (כי לכל קובייה שחורה יש בדיוק שלוש כאלה), אבל מצד שני זה שווה ל- L3. לכן S3=L3 ולן S=L ולכן S+L=3N זוגי ולכן N זוגי. כלומר עבור אי-זוגי זה לא יתכן.

עכשיו נסביר כיצד לבנות דוגמא ל-N זוגי. עבור N=2 זה ברור: נצבע את הקוביות הזוגיות (שסכום של שלוש קואורדינטות שלהם זוגית) בשחור, ואת הקוביות האי-זוגיות בלבן.

עבור N זוגי גדול מ-2. נחלק בהתחלה את הקובייה הגדולה ל-
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 קופסאות בגודל 2×2×2. קל לחלק את הקופסאות ל-2 קבוצות, קופסאות זוגיות וקופסאות אי-זוגיות, כך שיש פאות משותפות רק בין קופסאות זוגיות לקופסאות אי-זוגיות. אז נצבע את הקוביות של קופסאות זוגיות כמו שצבענו עבור N=2, ואת הקוביות של קופסאות אי-זוגיות הפוך. אז לכל קובייה השכנים שלה בקופסאות האחרות יהיו באותו צבע, ויהיו לה בדיוק 3 שכנים בקופסה שלה בצבע ההפוך.
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