6. עיגול מחולק ל-N גזרות, ובגזרות מסוימות נמצאים אסימונים – סה"כ 1+N אסימונים. אחר-כך מבצעים פעולות מהסוג הבא. בכל מהלך, לוקחים שני אסימונים שנמצאים באותה גזרה, ומעבירים אותם לשני כיוונים שונים לגזות שכנות. הוכח כי אחרי מספר מספיק גדול של מהלכים לפחות חצי מהגזרות יהיו תפוסות.

ד. פומין

פתרון. ההוכחה תתקבל לשני טענות:
טענה 1. אין שתי גזרות שכנות, שאף פעם לא יהיה אסימון באף אחת מהן.
טענה 2. עבור שתי גזרות שכנות, אם יופיע במהלך מסוים אסימון באחת מהן, אז אחרי אותו מהלך כל הזמן אחת מהן תהיה תפוסה.
לכן, החל מרגע מסוים כבר לא יהיו שני גזרות ריקות צמודות. לכן, מצד שמאל מכל גזרה ריקה תהיה גזרה תפוסה. לכן כמות של גזרות ריקות תהיה קטנה או שווה לכמות הגזרות התפוסות, לכן כמות הגזרות התפוסות היא לפחות חצי מהכל.
נשאר להוכיח את הטענות.

הוכחת טענה 2. נניח אחרת: עבור שתי גזרות שכנות, הופיע במהלך מסוים אסימון באחת מהן, אבל אחרי עוד כמה מהלכים שתי הגזרות ריקות. ניקח את המהלך האחרון שלפניו אחת משתי הגזרות עוד לא הייתה ריקה. אז באותו מהלך חייבים לקחת אסימונים מאותה גזרה ולהוציא אותם משם. אבל אז אחד מהאסימונים האלה יגיע לגזרה השנייה, וזה לא יכול להיות.

הוכחת טענה 1. נניח אחרת: יש שתי גזרות שכנות, שיהיו תמיד ריקות במהלך אינסוף מהלכים. נמספר את כל הגזות לפי הסדר, כך שהמספרים של שתי הגזרות הריקות יהיו 1 ו-N. סה"כ יש מצב סופי של דרכים לסדר 1+N אסימונים בגזרות 2, 3, ..., N-1. לכן, ברגע מסוים המצבים יתחילו לחזור על עצמם, כלומר יופיעו מצבים שכבר היו קודם.
נגדיר "אנרגיה" של כל מצב: סכום הריבועים של מספרי הגזרות של כל האסימונים. אז, בכל פעולה, אנחנו מחליפים שני אסימונים שנמצאים בגזרה מספר K ותורמים 2K2 לאנרגיה הכוללת בשני אסימונים שנמצאים בגזרות 1+K ו- 1-K שתורמים 2+2K2=2(1-K)+2(1+K). התרומה של אסימונים האחרים לא משתנה, לכן בכל מהלך האנרגיה עולה ב-2. אנרגיה היא פונקציה של מצב, לכן אף מצב לא יחזור על עצמו. סתירה.

