4. נקודה P נמצאת על החוסם של משולש ABC. נבנה משולש 1C1A1B כך ש- 1C1B PA || ,  C1A1 || PB , 1A1B || PC. דרך הנקודות 1A , 1B, 1C מעבירים ישרים שמקבילים ל- BC, AC, AB בהתאמה. יש להוכיח שישרים אלה נחתכים בנקודה שנמצאת על המעגל החוסם של משולש 1C1A1B.
פתרון. אפשר להניח בלי הגבלת הכלליות שנקודה P נמצאת על הקשת BC שלא מכילה את A (אחרת נחליף שמות של נקודות). 

	[image: image1.png]





אם אנחנו נזיז את נקודות A, B, C,  Pאו נבצע עליהם הומוטטיה (דמיון, אפילו אם מקדם שלילי) אז גם שום דבר לא ישתנה. לכן אפשר להניח ש-1A ו-P זו אותה נקודה, וגם 1C ו-B זו אותה נקודה. 

כמו כן, אפשר להניח שהישר BP הוא אופקי ונקודות A, C נמצאים מתחתיו (אחרת נפעיל סיבוב על כל התמונה).

לפי הגדרה 1A1B מקביל לPC, אבל 1A=P לכן זה אותו קו. 1B1C מקביל ל-AP, לכן 1B הוא בעצם נקודת חיתוך של המשך של CP ושל ישר, שעובר דרך B ומקביל ל-AP. הקו AP נמצא בתוך הזווית CPB, לכן הקו שעובר דרך B ומקביל ל- AP חותך את ההמשך של PC מעל P. לכן 1B נמצא מעל BP. בנוסף מהמקבילות של הקווים רואים כי (APC=(BB1P.
הקו שעובר דרך 1C ומקביל ל-AB הוא הישר AB, והישר שעובר דרך 1A ומקביל לBC הוא הישר שעובר דרךP  ומקביל ל-BC, והוא חותך את הישר AB בנקודה Q. משיקולים דומים לשיקולים שהראנו עבור 1B, Q נמצא מעל BP וגם (ABC=(BQP. 
נקודות B ו-P נמצאות באותו צד של ישר AC. לכן (APC=(ABC. 

ובכן, (BQP=(ABC=(APC=(BB1P. אבל נקודות Q, ו-1B נמצאות שניהם מעל BP, וגם (BQP=(BB1P לכן נקודות P ,B1 ,B ,Q שהם בעצם נקודות A1 ,B1 ,C1 ,Q נמצאות על מעגל אחד. הוכחנו ששני הקווים שהוזכרו בשאלה נחתכים בנקודה Q שנמצאת על המעגל החוסם של משולש 1C1A1B, נשאר להוכיח שגם הקו השלישי עובר דרך אותה נקודה. כלומר, שהקו שעובר דרך 1B במקביל ל-AC עובר דרך Q. במילים אחרות Q1B מקביל ל-AC.
היות ומרובע PB1QB חסום, (QB1C=(QB1P=180°-(QBP=(ABP. 

אבל, הרי גם מרובע ABPC חסום, 

אז (QB1C=(ABP=180°-(ACP=180°-(ACB1
ונקודות Q, A נמצאות באותו צד של B1C ולכן QB1 מקביל ל- AC, מש"ל.
