1. הוכח שמכפלת כל המספרים השלמים מ- 21917+1 עד 21991-1 כולל זה לא ריבוע שלם.

פתרון. המספר 2 מופיע מספר זוגי של פעמים בפירוק של כל מספר למכפלה של מספרים ראשונים. אבל במספר שלנו הוא מופיע מספר אי-זוגי של פעמים. אכן, המספר שלנו הוא 
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 (כאשר הסימון !N מסמן את המכפלה של כל המספרים מ-1 עד N. המספר 2 מופיע בחזקה אי-זוגית גם ב-!21991, גם ב- 21991 וגם ב- !21917 . מזה נובע ש-2 מופיע בחזקה אי-זוגית גם במספר שלנו, הרי אי-זוגי מינוס אי-זוגי מינוס אי-זוגי זה שוב אי-זוגי. 

זה ש-2 מופיע ב- 21991 מספר אי-זוגי של פעמים ברור. שני העובדות האחרות, ש-2 מופיע בחזקה אי-זוגית ב-!21991, וגם ב- !21917 נובע מהטענה הבאה שמסיימת את ההוכחה:

טענה. 2 מופיע בחזקה אי-זוגית בפירוק לראשונים של המספר !N2 עבור כל N טבעי (0 הוא לא מספר טבעי)

הוכחת הטענה. עבור N=1 זה ברור. נניח ש- 1N>.
נחלק את כל המספרים בין 1 ל- N2 לזוגות: שני מספרים הם זוג, אם ההפרש שלהם שווה ל- 1-N2. למשל 1-N2 ו-N2 יוצרים זוג. אני טוען שבכל זוג אחר 2 נכנס באותה חזקה בשני המספרים, ולכן כל זוג נותן ביחד חזקה זוגית של 2, חוץ מהזוג האחרון (1-N2 ו- N2) שנותן ביחד חזקה אי-זוגית של 2. סה"כ הרבה מספרים זוגיים ומספר אי-זוגי אחד מסתכמים למספר אי-זוגי.

נשאר לבדוק שעבור כל K טבעי שקטן מ-1-N2, המספר K והמספר K+1-N2 מתחלקים באותה חזקה של 2. אבל זה ברור. הרי אם K מתחלק ב-M2 ולא מתחלק ב-1+M2 אז ברור שM<1-N. לכן, גם K וגם 1-N2 מתחלקים ב-M2 לכן גם K+1-N2 מתחלק ב-M2. מצד שני K+1-N2 לא יכול להתחלק ב-1+M2 כי 1-N2 מתחלק ב-1+M2 אבל K לא מתחלק ב-1+M2.
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