6. נתון מתומן ABCDEFGH שכל זוויותיו הפנימיות שוות וכל צלעותיו הזוגיות שוות, וכל צלעותיו האי-זוגיות שוות AB=CD=EF=GH, BC=DE=FG=HA (למתומן שמקיים את התכונות הנ"ל נקרא מתומן משוכלל למחצה). נעביר אלכסונים AD, BE, CF, DG, EH, FA, GB, HC. האלכסונים האלה מחלקים את המתומן למספר חלקים, ואנו נתבונן בחלק שמכיל את המרכז של המתומן. אם החלק הזה הוא מתומן, אז הוא שוב משוכלל למחצה (זה ברור). במקרה כזה נכך את מתומן משוכלל למחצה שנוצר, ונבצע עליו את אותה פעולה, וכו'... אם בשלב מסוים המצולע במרכז הוא לא מתומן, אז התהליך מסתיים.
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הוכח, שאם התהליך הזה אף פעם לא מסתיים אז המתומן המקורי היה משוכלל.
פתרון. נניח שאורך של הצלעות הזוגיות של המתומן מקורי שווה ל-a, ואורך של הצלעות האי-זוגיות b. עבור מתומן שנוצר ממנו אורכי הצלעות הם c ו- d (ראה ציור). 

נמשיך את הצלעות האי-זוגיות של המתומן הקטן ונקבל ריבוע. קל להבין שצלע של הריבוע הזה היא באורך a. מצד שני, צלע של ריבוע מורכבת מ-3 קטעים: באמצע צלע c של מתומן קטן, ועוד שני קטעים בקצוות, שכל אחד מהקטעים האלה הוא ניצב במשולש ישר זווית ושווה שוקיים שהית שלו d. מכאן אנו מקבלים שוויון 
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מאותה סיבה 
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כלומר, אם 
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, כלומר, ההפרש בין הצלעות הוא סדרה הנדסית עולה! אבל אורך הצלעות חסום, לכן התהליך לא יכול להמשך עד אינסוף אם a≠b. לכן a=b, המתומן משוכלל.

_1184409713.unknown

_1184409869.unknown

_1184409993.unknown

_1184409728.unknown

_1184409704.unknown

