5. ריבוע 9×9 מחולק ל-81 משבצות. משבצות מסוימות צבועות, והמרחק בין המרכזים של כל שני משבצות צבועות גדול מ-2. 

א. מצא דוגמה של צביעה שעבורה יש 17 משבצות צבועות.

ב. הוכח שלא יכול להיות שיש יותר מ-17 משבצות צבועות.
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פתרון. א. קיימות הרבה דוגמאות, אנו נראה דוגמה יפה וסימטרית:

ב. קל לראות, שריבוע 3×3 יכול להכיל רק 2 משבצות צבועות. חוץ מזה, אם יש בדיוק 2 משבצות צבועות, אז זה אחד משני מצבים:
או שני משבצות בפינות נגדיות [image: image2.png]


, 
או משבצת אחת בפינה ומשבצת אחת באמצע הצלע [image: image3.png]


.
הריבוע הגדול מחולק ל9 ריבועים 3×3, וזה כבר מוכיח שיש לא יותר מאשר 9∙2=18 משבצות צבועות. נשאר להוכיח שלא יכולות להיות 18 משבצות צבועות, כלומר לא יתכן שיש 2 משבצות צבועות בכל אחד מ-9 ריבועים אלה. 
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לשם נוחות, אנחנו נמספר שורות ועמודות כמו בציור.

מקרה 1: הריבוע המרכזי (ד-ו 4-6) הוא מהסוג הראשון. ללא הגבלת הכלליות אפשר להניח שצבועות משבצות ד4, ו6.
אז יש שלוש מקרים:

1.1 משבצות ד1, א4 צבועות. אז משבצות א3, ב3, ג3, ג2, ג1 לא צבועות.  לכן בריבוע א-ג 1-3 אפשר לצבוע רק משבצת אחת, מש"ל.

1.2 משבצת א4 לא צבועה. מקרה זה סימטרי (יחסית לאלכסון) למקרה הבא, לכן לא צריך לבדוק אותו.
	
	ד
	ה
	ו
	ז
	ח
	ט

	1
	
	צ
	
	
	צ
	

	2
	
	
	
	
	
	

	3
	
	
	צ
	
	
	צ

	4
	צ
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	
	

	6
	
	
	צ
	
	
	


1.3 משבצת ד1 לא צבועה. בתוך ריבוע ד-ו 1-3 אסור לצבוע משבצות ד1, ד2, ד3, ה3 (הרי ד4 כבר צבוע). אבל בריבוע זה חייבים לצבוע 2 משבצות לכן חייבים לצבוע את ו3. לכן חייבים לצבוע גם ה1. לכן, בתוך ריבוע ז-ט1-3 אסור לצבוע משבצות ז1, ז2, ז3, ח3. לכן חייבים לצבוע משבצת ט3. וגם ח1. לכן בתוך ריבוע ז-ט 4-6 אסור לצבוע משבצות ז4, ז5, ז6, ח4, ט4. לכן בריבוע הזה אפשר לצבוע רק משבצת אחת, מש"ל.
מקרה 2. הריבוע המרכזי, (ד-ו 4-6) הוא מהסוג השני. אפשר ללא הגבלת הכלליות שהמשבצות הצבועות הן ד4, ו5. אז בריבוע שנמצא מעל הריבוע המרכזי אסור לצבוע משבצות ד2, ד3, ה3, ו3.  לכן חייבים לצבוע משבצות ד1, 
ו2. לכן אסור לצבוע משבצות ז1, ז2, ז3, ז4, ז5, ז6. לכן, אם רוצים לצבוע שני 
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משבצות בכל אחד משני הריבועים שנמצאים משמאל ריבועים שדיברנו עליהם אז חייבים לצבוע או את ח3 או את ט3, ובנוסף חייבים לצבוע או את ח4 או את ט4. ואז יהיו 2 משבצות במרחק של פחות מ-2 וזה אסור. לכן המצב הזה לא יכול להיות, מש"ל.
הערה. מעניין, מה יקרה במקרה הכללי: לוח N×N במקום 9×9 (אני לא יודע את התשובה המדויקת). קל לראות שזה בערך N2/5, אבל יש מרחק גדול בין הבנה של בערך לתשובה מדויקת.

נסמן לכל משבצת את כל השכנים שלה. אז לא יהיה אף משבצת בלוח שסומנה פעמיים. בהנחה שלכל משבצת יש 4 שכנים, מקבלים שכמות המשבצות בלוח היא לפחות 5 כפול כמות המשבצות המסומנות, מכאן רואים שכמות המשבצות שסומנו היא N2/5 לכל היותר. כמובן ההערכה הזאת היא לא נכונה, הרי יתכן שסומנו נקודות שיש להם 3 או 2 שכנים. אבל ללוח יש רק 4 פינות, ורק 4-N4 משבצות צדדיות, שמתוכם אפשר לנצל רק 1/3, לכן הטעות בהערכה הזו היא ליניארית.

מצד שני, תמיד אפשר לבנות דוגמא, בדומה לרעיון שהצגנו סעיף א', שתיתן 
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