4. הסדרה {an} מוגדרת לפי הכללים הבאים: a0=9, ולכל k, ak+1=3ak4+4ak3.

הוכח שברישום של המספר a10 הספרה 9 מופיע יותר מאלף פעמים .
פתרון. אנחנו נוכיח ש-1024 ספרות אחרונות של המספר a10 הם 99...999.

זה נובע מהטענה הבאה.

טענה. אם N ספרות אחרונות של המספר a הם תשיעיות, אז N2 ספרות אחרונות של המספר 3a4+4a3 הם תשיעיות.

לכן, היות ו  a0=9, אז a1 מסתיים ב-99, a2 מסתיים ב-9999, וכו', ואז a10 מסתיים ב- 99...999, 1024 פעמים, מש"ל. נותר להוכיח את הטענה.

הוכחת הטענה. משמעות התכונה "מספר מסתיים ב-99.... N פעמים" היא שהמספר מהצורה t∙10N–1 = a. נציב את זה בביטוי 3a4+4a3 ונקבל:

3a4+4a3 = 3(t∙10N–1)4+4(t∙10N–1)3 = 

= 3(q∙102N – 4t∙10N+1) + 4( r∙102N + 3t∙10N – 1)=

= m∙102N + 3 – 4 = m∙102N  – 1

וזה מסתיים ב- 99...99  N2 פעמים, מש"ל.
