7. N תלמידים רוצים לחלק M חפיסות שוקולד זהות, אבל מותר לשבור כל חפיסה לא יותר מפעם אחד. 

א. עבור איזה N זה אפשרי, כאשר M=9 ?

ב. עבור איזה M ו-N זה אפשרי?

תשובה. א. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 18

ב. או כאשר M≥N , או כאשר קיימים K, T כך ש M=K∙T, N=(K+1)∙T
(אפשר לנסח את זה גם ככה: או כאשר M≥N, או כאשר N הוא M + מחלק של M)

פתרון. אנו נוכיח ישר את הטענה הכללית (סעיף ב').

ברור שעבור M≥N זה אפשרי. בשביל להשתכנע בזה, נסדר את החפיסות בשורה ונחתוך את השורה ל-Nחלקים שווים. מרחק בין החתכים יותר גדול מאשר עובי של חפיסה, לכן אף חפיסה לא נחתכה פעמיים.

גם כאשר N=M+1, השיטה הזאת תעבוד. הרי חפיסה ראשונה מתפצלת לחלקים של N-1)/N) ו 1/N, השנייה לחלקים N-2)/N) ו 2/N, ... .

לכן אפשר להסתדר גם במצב M=K∙T, N=(K+1)∙T נחלק גם את הילדים, וגם את החפיסות ל-T קבוצות שוות ובכל קבוצה אנחנו מסוגלים לבצע חלוקה.

נשאר להוכיח שאם אפשר לבצע חלוקה, אז זה אחד מהמקרים שתיארנו בתשובה. נניח שהצלחנו לבצע חלוקה ושגם N > M. 
נגיד, ששני תלמידים שקיבלו חלקים של אותה חפיסה, חברים, ומתקיים כלל: חבר של חבר שלי הוא גם חבר שלי. בצורה כזאת כל הקבוצה של M תלמידים מתפצלת לקבוצות יותר קטנות.
ניקח אחת מהקבוצות הקטנות הללו, נניח שבה יש K תלמידים, והם חילקו בינם L חפיסות שוקולד. 

טענה. L=K+1. 

מהטענה הזאת נובע, שאותם תלמידים קיבלו כל אחד K/(K+1) חפיסות שוקולד, אבל מצד שני כל תלמיד מקבל M/N חפיסות לכן K/(K+1)= M/N.
K/(K+1) זה שבר מצומצם לכן M מתחלק ב-K, כלומר M=TK. לכן N=(K+1)∙T, מש"ל. נותר להוכיח את הטענה.
הוכחת הטענה. כרגע יש לנו K תלמידים ו- L חפיסות, אבל אפשר להגיע מכל תלמיד לכל תלמיד, כאשר בכל מהלך עוברים מתלמיד לתלמיד שיש להם שני חלקים של אותה חפיסה. כל אחד קיבל, בסה"כ פחות שוקולד מאשר חפיסה אחת.
ניקח חפיסה, שבחלוקה שלה נוצר חלק הכי קטן (ואז החלק השני, כמובן, הכי גדול). התלמיד שקיבל את החלק הגדול משני החלקים של החפיסה הזאת קיבל רק את החלק הזה. הרי אם לא, אז הוא קיבל עוד חתיכה של שוקולד, והיא יותר קטנה מהחלק הקטן ביותר של שוקולד שיש (הרי אם הוא היה באותו גודל, אז התלמיד הזה היה מקבל כמות של שוקולד לפחות כמו חפיסה שלמה או יותר). 
ובכן, תלמיד זה קיבל רק חתיכה אחד של שוקולד. עכשיו נשים בצד את התלמיד הזה, ואת שני החלקים של אותה חפיסת שוקולד. המצב שנוצר הוא כמו המצב הקודם. אומנם, עכשיו יש תלמיד שקיבל פחות שוקולד מאשר K/L מהחפיסה, אבל מה שחשוב שכמות השוקולד שיש אצל כל תלמיד קטנה מחפיסה. לכן אנחנו יכולים באותו צורה שוב להוציא מהמשחק תלמיד וחפיסה, ושוב, ... , עד שיישארו שני תלמידים וחפיסה אחת. לכן כמות התלמידים בחבורה גדולה מכמות החפיסות ב-1. מש"ל.
