3. האם אפשר למלא טבלא 9×9 במספרים טבעיים, כך שהתנאים הבאים יתקיימו בו-זמנית:

א) מכפלות של מספרים שעומדים בשורה מסוימת שוות עבור כל השורות

ב) מכפלות של מספרים שעומדים בעמודה מסוימת שוות עבור כל העמודות
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ג) כל המספרים בטבלא שונים 

ד) כל המספרים קטנים מ-1991 ?

תשובה כן. למשל, הטבלא שבציור. כל המספרים בה שונים וקטנים מ-500.
מכפלה בכל שורה ובכל עמודה היא 10123449076540800.
כמובן, יש הרבה דוגמאות אחרות.
כיצד מצאנו את הטבלא הזאת? היא בעצם מכפלה של 2 טבלאות, שבכל אחת מהן מקיימת תכונות א' וב'. לכן גם מכפלת הטבלאות מקיימת תכונות א' וב'.
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המרכיבים הראשוניים של כל המספרים  בטבלא ראשונה הם 2, 3, 5. המרכיבים הראשוניים של כל המספרים  בטבלא שנייה גדולים מ-6. לכן, אם היו בטבלא של מכפלות שני מספרים זהים, במשבצת (x, y) ובמשבצת (i, j) אז באותם משבצות יהיו מספרים זהים גם בטבלא הראשונה וגם בשורה שנייה. לכן x+y=i+j(mod 9), וגם x – y = i – j(mod 9).
ניקח סכום והפרש של משוואות. נקבל 2x = 2i (mod 9), 2y = 2j(mod 9).

כלומר 2(x – i) מתחלק ב-9, לכן x – i מתחלק ב-9 , לכן x=i כי שניהם נמצאים בין 1 ל-9. 

באופן דומה y=j. כלומר זו בעצם אותה משבצת ולא שני משבצות שונות. ובכן, בדקנו שבטבלת המכפלה גם תנאי ג' יתקיים.

המספר הכי גדול בטבלת המכפלה זה מכפלה של מספר הכי גדול של בטבלא ראשונה ומספר הכי גדול בטבלא שנייה וזה 37∙12< 40∙12=480. 

לכן גם תנאי ד' מתקיים.
הערה. חישוב של טבלת המכפלה ושל המספר 10123449076540800 זה חישוב ארוך ולא הכרחי. ראינו כי מהבנייה ברור שהתנאים יתקיימו. אני חישבתי את טבלת המכפלות ואת המספר 10123449076540800 בעזרת תוכנה Excel רק בשביל הקטע של לרשום תשובה. אבל הדגש באולימפיאדה הוא על חשיבה ולא על חישובים.
תלמיד, שבזמן התחרות בשאלה כזאת נותן הסבר של כיצד לבנות טבלא אמור לקבל את מלוא הנקודות. לאומת זאת, תלמיד שנותן תשובה נכונה ולא כותב שום דבר חוץ מהתשובה, לא מסביר למה התנאים מתקיימים, יקבל רק ניקוד חלקי (הרי הוא כנראה העתיק).
