5. בממלכה 16 ערים. המלך רוצה להקים מערכת כבישים, כך שמכל עיר לכל עיר יהיה אפשר להגיע, כך שבדרך לא יהיה צריך לעבור ביותר מאשר עיר נוספת אחת, וכך שמכל עיר יצאו K כבישים לכל היותר. 

א. הוכח שעבור K = 5 זה אפשרי.

ב. הוכח שעבור K = 4 זה בלתי אפשרי.

פתרון: 
א. אנחנו לא נצייר ציור, אבל נסביר את העיקרון של בניית הכבישים.

לכל עיר, ניתן מספר בינארי שמורכב מ-4 ספרות, כך שלכל שני ערים יהיו מספרים שונים (הרי קיימים בדיוק 16 מספרים כאלה). 
נעביר כביש בין שני ערים, אם כל הספרות שלהם שונות, או אם יש להם 3 ספרות שוות (כלומר, כל הספרות של מספר ראשון חוץ מספרה מסוימת שוות לספרות מתאימות של המספר השני). ברור שזה מגדיר 5 כבישים מכל עיר.

נראה, שמכל עיר אפשר להגיע לעיר אחרת בצעד אחד או בשני צעדים. זה כמו להגיד שמכל מספר בינארי באורך 4 אפשר להגיע לכל מספר בינארי אחר באורך 4 ע"י פעולה אחת או שני פעולות, כאשר בכל פעולה אפשר להפוך או ספרה אחת או את כל הספרות בו-זמנית.

אם לשני המספרים רק ספרה אחת שונה או כל 4 ספרות שונות, אז זה ברור.

אם שני ספרות שונות, אז אפשר להפוך שני הספרות אחת אחרי השנייה וזה גם טוב. 

אם שלוש ספרות שונות, אז אפשר להפוך את כל הספרות, ואז להפוך שוב את הספרה היחידה שהייתה שווה בהתחלה, וזה גם שני פעולות.
ב. נניח שמישהו הצליח לבנות כבישים כך שרצון המלך יתקיים, ומכל עיר יוצאים 4 כבישים לכל היותר. 

קל לראות שאין עיר שיוצאים ממנה 3 כבישים. אכן, אם יש עיר שיש לה רק 3 שכנות, והרי לכל אחד מהשכנות יש 4 שכנות לכל היותר, לכן 3 שכנות נוספות חוץ מהעיר הנתונה. סה"כ, לעיר שלנו יש לכל היותר 3 שכנים ו-9 שכנים של השכנים, סה"כ 12. לכן אי אפשר להגיע מהעיר שלנו ל-3 ערים נוספות תוך מעבר אחד או שני מעברים.
ובכן, לכל עיר יש 4 ערים שכנות, ו-11 ערים שהם לא שכנות שלה. לכן לכל אחת מה-11 ערים הללו אפשר להגיע ישירות מאחת מארבע הערים השכנות.

אבל מכל אחת מהערים השכנות אפשר להגיע ישירות רק ל-3 ערים נוספות. זה מוביל אותנו לשני מסקנות:

1) בממלכה אין משולשים, כלומר אין 3 ערים שכל שניים מהם מחוברות ע"י כביש ישיר. 
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אכן, אם יש עיר שתי ערים שכנות שלו מחוברות, אז מהערים השכנות של העיר הנתונה יכולים לצאת רק 10 כבישים לערים הלא-שכנות של העיר הנתונה, וצריכים לפחות 11 כבישים.
2) כל עיר שייכת לריבוע אחד בדיוק (ריבוע זה מסלול מעגלי של כבישים שעובר ב4 ערים). אכן, מהערים השכנות של העיר הנתונה יש בדיוק 12 כבישים ל-11 ערים הלא-שכנות של העיר הנתונה, ולכל עיר לא שכנה מגיע לפחות אחד מהכבישים האלה, לכן קיימת ויחידה עיר לא שכנה שמגיעים אליה בדיוק 2 מהכבישים האלה. 
מכאן נובע, שהממלכה מתפרקת ל-4 ריבועים (ואין ריבועים נוספים). 
מכל עיר יוצאים 4 כבישים, שניים בתוך הריבוע ושניים כלפי ריבועים אחרים. לכן מכל ריבוע יש 8 כבישים כלפי הריבועים האחרים. חוץ מהריבוע הנתון, יש עוד 3 ריבועים. לכן, עבור ריבוע נתון, קיים ריבוע נוסף שמהריבוע הנתון לריבוע השני יש 3 כבישים לפחות.
אם מתוך 3 הכבישים האלה יש שניים שיוצאים מאותו קודקוד אז נוצר או משולש, או ריבוע נוסף שמכיל את אותה נקודה, ושני הדברים לא יכולים להיות. לכן 3 הכבישים האלה יוצאים מערים שונות. מאותה סיבה הם גם מגיעים לערים שונות.

ובכן, אפשר להניח בלי הגבלת הכלליות, שיש ריבוע ABCD (כלומר, שקיימים כבישים AB, BC, CD, DA) כך שמהערים A, B, C, יש כבישים לשלושה ערים שונות בתוך ריבוע אחר. אז העיר בתוך ריבוע השני שמחוברת ל-B היא שכנה או של עיר של הריבוע השני שמחוברת ל-A או של עיר מהריבוע השני שמחוברת ל-C. ואז, בכל מקרה נוצר ריבוע נוסף שמכיל את B וזה לא יכול להיות. מש"ל.
