בעיה 4. ABCD – טרפז, AB  בסיס, AC=BC, H אמצע של AB. יהי l  ישר, שעובר דרך H, וחותך את הישרים AD  ו- BD  בנקודות P ו- Q בהתאמה. הוכח שזוויות ACP ו- QCB  שוות, או שסכומם 1800.
הוכחה. מספיק להוכיח, ש- CH  ו- CD הם חוצי זווית, פנימי וחיצוני (באיזשהו סדר), של (PCQ. ואז, הרי אנחנו יודעים, ש- CH  ו- CD הם חוצי זווית , פנימי וחיצוני בהתאמה של (ACB (הרי משולשABC  שווה שוקיים). אז אם נשקף את
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 (QCB יחסית ל- CH, הקרן CB תעבור לקרן AC, וקרן CQ תעבור או לקרן CP, או לקרן שמנוגדת ל-CP, ומכאן נובע שזוויות ACP ו- QCB שוות, או משלימות.
נשקף את כל הציור יחסית לישר CH. אז A ו-B יתחלפו, P יעבור ל- L, Q יעבור ל- K, D יעבור ל-E. כמו שהוכחנו כבר, מספיק להוכיח ש- CD הוא חוצה זווית של  (PCQ. כלומר מספיק להוכיח ש- C נמצא על ישר PK או על ישר QL, כאשר C הוא בעצם אמצע של DE, או אפשר להגיד גם שC הוא חיתוך של DE ו- CH. משיקולי סימטריה ברור שנקודת חיתוך של PK  ו-  QL נמצאת על CH. לכן, מספיק להוכיח, שגםDE  עובר דרך נקודת חיתוך של QL , PK , ו- CH. ובכן, מספיק להוכיח ש- DE, PK, QL נחתכים בנקודה אחת.
וזו מסקנה מיידית ממשפט דזארג. (כאשר השלשות המתאימות הן K, L, E ו- P, Q, D). מש"ל. 

הערה. המשפט דזארג הוא אחד מתוך 4 משפטים פרויקטיביים מפורסמים. (האחרים הם של פאפוס, פסקל, ובריאנשון).  עבור אותם קוראים, שלא שמעו על משפט דזארג קודם, אנו מבאים בעמוד הבא את הניסוח ואת ההוכחה שלו.

משפט דזארג. יהיו ABC ו- PQR שני משולשים (במישור), ויהיו K, M, N, חיתוכי הזוגות המתאימות של צלעותיהם:N היא נקודת חיתוך של AB ו- PQ, M היא נקודת חיתוך של AC ו- PR, ו-K  הוא חיתוך של QR  ו- BC. (מניחים שכל החיתוכים האלה קיימים).
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 אז K, M, N  נמצאים על ישר אחד אם ורק אם הישרים AP, BQ, CR נפגשים בנקודה אחת O  או מקבילים.

הוכחה. נחשוב לרגע, שה תמונה תלת-ממדית (!!!), ושישר AP לא נמצא באותו מישור כמו ישרים BQ ו- CR. 

אז כל הנקודות K, M, N הם חיתוכים של ישר שמצא במישור ABC וישר שנמצא במישור PQR, לכן K, M, N נמצאים בתוך חיתוך של שני מישורים שונים, כומר על ישר אחד.

מצד שני, אם נקודות אלו קיימות ונמצאות על ישר אחד, אז נקודות A, B, Q, P נמצאות במישור אחד, ואותו דבר נכון עבור A, C, R, P ועבור B, C, R, Q. מקבלים 3 מישורים שונים שנחתכים לאורך ישרים AP, BQ, CR. אם יש נקודת חיתוך משותפת ל-3 המישורים, אז גם ישרים שהם חיתוכים שלהם בזוגות, עוברים דרך אותה נקודה. אחרת, 3 הישרים מקבילים.

עכשיו נוכיח את המשפת הד-ממדי. אם נתון ש- AP, BQ, CR נפגשים בנקודה אחת או מקבילים, נרים את נקודות A, P מעל המישור, אבל כך שהיטל על המישור של A וP  חדש יהיו A ו-P  ישן, וכך שהישר AP עדיין יעבור דרך O (או יהיה מקביל לשני ישרים אחרים). M ו- N יזוזו בהתאם. אז, אנחנו יודעים שK, M חדש, ו-N חדש נמצאים על ישר אחד. לכן, M ישן , N ישן ו-K גם היו על ישר אחד כי הם היטלים של M חדש ושל N חדש.

גם בכיוון ההפוך: אם אנחנו נמצאים עדיין במישור, ונתון ש- K, M, N נמצאים על ישר אחד, אז נוריד את נקודות M, N מתחת למישור כך שיש KMN ישמר ונעלה את A, P בהתאם, נשתמש במשפט התלת-ממדי ושוב נטיל את הכל למישור בחזרה, וכך נסיים את ההוכחה.
