בעיה מס 6.

בריבוע עם צלע 1 העבירו מספר סופי של קטעים מקבילים לצלעות הריבוע עם אורך כולל 18 (הם יכולים להיחתך). הוכח כי בין החלקים שהריבוע מתחלק ע"י הקטעים יש חלק עם שטח 0.01 לפחות.
פתרון.
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נוכיח תחילה אי-שוויון חשוב עבור הבעיה הזו: אם נתון מצולע (ראה ציור ראשון) שצלעותיו מקבילות לצלעות הריבוע ושטחו קטן מ- 0.01 אז עבורו מתקיים 
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 כאשר P זה היקף ו- S זה שטח.

הוכחת האי-שוויון: 
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את המצולע הזה בעל שטח S נוכל לחסום במלבן מינימלי שמכיל את המצולע וצלעותיו מקבילות לצלעות הריבוע (ראה ציור 2). ההיקף של הריבוע הוא קטן מההיקף של המצולע המקורי ושטחו גדול יותר. לכן נוכל לחתוך מהמלבן חלק מהמלבן כך שהשטח של מה שיישאר יהיה שווה לשטח של המצולע המקורי והיקפו יהיה עוד יותר קטן (ראה איור 3). כעת אם נוכיח שבמלבן שנשאר מתקיים  אז נוכיח בזאת את הטענה המקורית. הוכחה עבור המלבן (נסמן ב
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 את צלעות המלבן): 
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 לכן (לפי אי-שוויון ממוצעים) 
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 ומכאן 
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כעת נוכיח את טענת השאלה. נניח לשם כך בשלילה שהטענה איננה נכונה ושטח כל חלק קטן מ 0.01. נסמן את שטחי הקטעים ב
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 ואת ההיקפים המתאימים ב 
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. אז לפי האי-שוויון שהוכחנו 
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 ולכן אם נסכם את אי-השוויוניים האלה נקבל ש
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. אבל לפי הנתון סכום ההיקפים הוא לא יותר מפעמיים אורך כל הקטעים בפנים של ריבוע (את כל קטע אנו סופרים פעמיים בסכימה) ועוד היקף הריבוע (פעם אחד) שזה לפי הנתון 
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. לכן קיבלנו ש
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. וזה סתירה. הסתירה הזו מוכיחה את טענת הבעיה.
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