בעיה מס' 4.

במרחב נתונים 30 וקטורים לא מנוונים. הוכח כי יש לפחות 2 שהזווית ביניהם היא לא גדולה מ- 45 מעלות.

פתרון.

בלי הגבלת הכלליות ניתן להניח כי אורכי כל הוקטורים שווים ל-1 (אחרת נחלק כל וקטור בנורמה שלו וזה לא ישפיע על הזויות). כעת נזהה את הוקטורים שלנו עם הנקודות על הקליפה הכדורית בעלת רדיוס 1. אז לשני וקטורים הזווית ביניהם קטנה מ-45 מעלות אם ורק אם העיגולים הספריים עם רדיוסים 
[image: image1.wmf]8

p

 עם מרכזים בנקודות על הקליפה הכדורית המתאימות לוקטורים לא נחתכים. לכן אם נוכיח שבהינתן 30 עיגולים ספריים ברדיוס 
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 לפחות 2 מהם נחתכים, אז נוכיח את טענת השאלה.

כעת השטח של מעגל ספירי ברדיוס 
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 הוא כידוע 
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 ולכן שטח של 30 מעגלים כאלה הוא 
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. נבדוק כי מספר זה גדול מ 
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 שזה שטח הספירה ואם זה אכן כך אז מזה ינבע כי יש לפחות 2 עיגולים נחתכים.

בדיקה: 
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אבל 
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 ולכן 
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 וזה אכן נכון.

הערה: אותם שיקולים יכולים אפילו לחזק את טענת הבעיה: מכל קבוצה של 27 וקטורים יש 2 ביניהם הזווית קטנה מ
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